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Extensions de corps I

Exercice 1. Charles Hermite a démontré en 1873 que e est un nombre transcendant sur Q ;
en 1882, Ferdinand von Lindemann a démontré la méme chose pour n. En admettant ces
résultats, montrer que e + 7 et emr ne peuvent pas étre simultanément algébriques sur Q.

Exercice 2. (Les corps finis comme corps de décomposition) Soit p > 0 un nombre
premier.

1. Soit L/F, une extension finie, avec |L| = ¢. Montrer que L est un corps de décomposition
de X? — X € F)[X] sur F,,.

2. Montrer, réciproquement, que si ¢ = p% avec d € N*, alors tout corps de décomposition
de X9 — X € Fp[X] sur F,, est fini de cardinal g.

Exercice 3. (Corps de rupture et corps de décomposition)

1. Montrer que P(X) = X3 — 2 € Q[X] est irréductible. Montrer que Q(+/2) est un corps
de rupture de P sur Q. Montrer qu’il n’est pas un corps de décomposition de P sur Q.
Montrer que Q(+/2,(3) est un corps de décomposition de P sur Q.

2. Soit n > 1 et @,(X) € Z[X] le n-itme polynéme cyclotomique. Trouver un corps de
rupture de ®,, sur Q et montrer que c’est également un corps de décomposition.

Exercice 4. (Extensions biquadratiques)
1. Soit K un corps de caractéristique différente de 2. Soit L/K une extension de degré 2.

(a) Soit P € K[X] un polynéme unitaire de degré 2. Démontrer qu’il existe a,b € K tels
que P = (X —a)? —b.

(b) Démontrer qu’il existe un élément non nul o de L tel que o? € K et L = K(«).

(c) On conserve les notations de la question (b). Soit 3 € L tel que L = K(3) et 5% € K.
Démontrer que 8/a € K.

2. Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts.

(a) Déterminer le degré de I'extension Q(/p,/q)/Q.

(b) Soit 8 € Q(y/P, /q) tel que 8 € Q. Démontrer qu'un des éléments 3, 3//p, B/\/Q
B/+/Pq appartient a Q. (On pourra discuter suivant que 3 appartient a Q(,/p) ou
pas).

(c) Donner la liste des sous-extensions de Q(y/p,/4)/Q.

(d) Calculer (/p + /q)*. Déterminer le polynéme minimal de \/p + /g sur Q.

Exercice 5. Soit k un corps, P € k[X] irréductible de degré n > 2 et K une extension de k
de degré m, avec pged(m,n) = 1. Montrer que P est encore irréductible dans K[X].

Exercice 6. Le but de cet exercice est de montrer que si L/K est une extension de corps
séparable et finie, alors il existe un élément 6 € L tel que L = K(0).

1. Démontrer 'assertion quand K est un corps fini.



2. Soit F un corps infini, L/F une extension de la forme L = F(«, ) avec (3 separable sur
F, L une cloture algébrique de L, mqr, mgr € K[X] les polynémes minimaux de « et
5. On pose

o —«

g —
{ﬁ —p
Montrer que si A € F\ S, alors K(«, 8) = K(a + A\5).

3. En déduire que si K un corps infini et si L/K est une extension séparable et finie, alors
il existe un élément 6 € L tel que L = K(6).

o/ est racine de Ma,F et B’ est une racine de mgy différente de 8 } .

4. En déduire que si K est parfait et que L/K est une extension finie, alors il existe un
élément 0 € L tel que L = K(0).

5. On pose K = F,(T,U) et L = K(¥/T, ¥/U) le corps obtenu en adjoignant une racine
p-ieme & T et U. Définir précisément L et montrer que L /K est une extension finie dont
on précisera le degré. Montrer que tout élément a € L vérifie of € K et en déduire qu’il
n’existe pas de a € L tel que L = K(«).

Exercice 7. (Un critére d’irréductibilité sur les corps finis) Soit K un corps fini; on

note ¢ son cardinal et on en fixe une cléture algébrique K.

On rappelle que pour n un entier supérieur ou égal a 1,

— T’ensemble des racines dans K du polynéme X7 — X est 'unique sous-corps de cardinal ¢"
de K on le note ici K,,.

— tout corps de cardinal ¢" contenant K est isomorphe a K,,, comme corps et comme K-
algebre.

Soit P un polynoéme a coefficients dans K, de degré d; montrer que P est irréductible dans K

si et seulement s’il vérifie les deux conditions suivantes :

(i) P divise X9 — X

(ii) pour tout nombre premier p divisant d, P et xXa*/?

— X sont premiers entre eux.

Exercice 8. (Indépendance linéaire des caractéres)

1. Soit G un monoide, M un corps, et x1, ..., Xn des caractéres distincts ! de G dans M.
Montrer que si ¢, ...,c, € M sont tels que

Cle(g) + 4+ Can(g) =0

pour tout g € G, alors ¢; = --- =¢, =0.

2. En déduire que si L/K et M/K sont des extensions, alors tout ensemble fini de plonge-
ments de L dans M est linéairement indépendant.

3. Soit M un corps et aq,...,a, € M*. Montrer que §’il existe c1,...,c, € M tels que
Vk € N,ciaf + -+ + cpaf =0,

alorscgy =---=¢, =0.

1. Un caractére de G dans M est une application x : G — M* telle que x(g99’) = x(g9)x(g") pour tous
9,9 € G et x(lg) = 1k.



