L3 — Intégration 1 2012-2013

TD 2 : correction

Exercice 1.— Structure de I’ensemble des mesures

(a) Nous allons montrer les deux inégalités.

Soit F C I x J un ensemble fini. Si on note A (resp. B) la projection de F sur le premier
(resp. second) facteur, A et B sont deux ensembles finis tels que F C A x B. On a donc

Z a;; < Z a; j

(4,7)€F (4,7)€EAXB

ol les deux derniéres inégalités proviennent de la définition de la somme d’une famille
(la somme est toujours supérieure ou égale a ses sous-sommes finies, puisqu’elle en est
par définition la borne supérieure).

Cette inégalité étant vraie quel que soit I’ensemble fini F C I x J, elle passe a la borne

supérieure et l'on a
d a0 ai

(3,5)€IxJ icl jel

Pour 'inégalité réciproque, soit A C I une partie finie et (B;);ca une famille de parties
finies de J. L’ensemble F = A x (UieA Bi) est alors une partie finie de I x J.

On a donc
E E a;; < E a;; < E Qi,j-
i€A jeB; (i,5)€F (4,5)€IxJ

L’inégalité précédente étant vraie pour toutes les familles finies (B;)iea € Z2¢(J)*, on
peut passer a la borne supérieure! et obtenir I'inégalité

> D aiy < Yy
i€A jeJ (4,7)€IxJ
En passant a la borne supérieure sur A, on obtient I'inégalité voulue

ZZCLZ'J < Z Q5.

€l jeJ (4,5)€IxJ

1. On utilise ici 'égalité sup (x1+---+x.)= sup 1 +---+ sup x,, pour des parties
(1,enyTr) EX1 X X X z1€X1 z-€X,
non vides X; C [0, c0].



(b)

La preuve précédente se traduit sans aucune difficulté en une preuve de I’égalité symé-

trique
Z Qi 5 = Z Zam.

(i,)€IxJ jed el
On obtient en particulier la propriété de Fubini.

Dans la définition de la notion de mesure, la somme intervenant dans la propriété dite

de o-additivité
H (I_l Ai) = ZM (A:)

i€l i€l
est évidemment a prendre au sens donné dans I’énoncé.
Soit maintenant (;);e; une famille arbitraire de mesures définies sur (X, 7). La formule
u(A) = Z i (A) définit bien une mesure :

i€l

- (@) = Ziel 1i(@) = Zielo = 0.

— Soit (A),e; une famille dénombrable d’ensembles mesurables disjoints.

i <|_| Aj> = Z L <|_| Aj> (par définition de p)
j€J i€l j€J
= Z Z i(Aj) (par o-additivité de ;)
i€l jeJ
= Z Z i(Aj) (par la propriété de Fubini)
jel el
= u(Ay).
jed
La vérification est essentiellement immeédiate si r € ]0, +o00[. Si r = 0, la convention
0 - 0o = 0 entraine que ru associe simplement 0 & tout ensemble de la tribu. C’est
évidemment une mesure, la mesure nulle. Il reste donc essentiellement & vérifier la
propriété pour r = oo.
Dans ce cas, d’aprés la formule définissant ru (et la convention co-0 = 0), nous sommes
en train de considérer la fonction

o = {0, 00}

Vioa 0 siplA]=0
oo si p[A] €10, 00].

La o-additivité de v se résume alors a : si (A;);e; est une famille dénombrable d’en-
sembles mesurables disjoints, I'union |_|A,~ est pu-négligeable (c’est-a-dire de p-mesure
nulle) si et seulement si chacun des Alfll’est, ce qui est une conséquence directe de la
o-additivité de p.

L’affirmation est fausse en général. Par exemple, sur X = {0, 1} muni de la tribu pleine
P (X), on considére les deux mesures de Dirac dy et 1, et on vérifie que ;1 = max(do, 1)
ne définit pas une mesure, en effet :

p({0,1}) # p({0}) + p({1})



Exercice 2.— Il existe toujours des mesures

On peut par exemple prendre la mesure de Dirac 9,,, pour un zy € X fixé.
VA € P(X),0.,(A) = [z € Al
Une autre solution est la mesure de comptage p :
VA € Z2(X), u(A) = |A] € NU {c0}.
En utilisant les notations du premier exercice, on a d’ailleurs

M=Z5m-

zeX

Exercice 3.— Mesures sur ()

D’aprés le premier exercice, on sait déja construire un grand nombre de mesures sur Q : si
a = (a,)req est une famille d’éléments de [0, 00], on a la mesure u, = E a, - 0, telle que
reQ

VA e 2(Q Zar

reA

On va montrer que toute mesure sur (Q, Z(Q)) est de ce type : soit donc p une mesure
quelconque et, pour tout r € @,

= p({r}) €0, 00].

Il s’agit de démontrer que u = p,. Pour cela, il suffit de constater que tout élément A €
Z(Q) est union disjointe dénombrable de ses singletons. On a donc, pour tout A € Z(Q),

-y <|_|{7»}> => n{rh) =" ar = pal

reA rcA reA

Exercice 4.— Mesures sur une tribu finie

On peut montrer, comme dans ’exercice 4 du TD 1, qu'une tribu finie est toujours engen-
drée par une partition. Il existe donc Ay, As, ..., A, € & deux & deux disjoints, non vides,

tels que :
- { j ’ } .
j€d

Si p est une mesure sur (X, o), posons pour ¢ € [1,n], a; = p(A;). La o-additivité de u
donne alors, pour tout J C [1,n],

T (U Aj> => a; (1)

jeJ jeJ



Réciproquement, si a = (aq,...,a,) est un n-uplet d’éléments de [0, 00|, on vérifie que la
formule (1) définit bien une mesure p, sur <.
Conclusion : L’ensemble des mesures sur .o/ est

(v

Remarque : Une fois qu'on a remarqué que o7 est engendrée par une partition, I’exercice
devient ensuite similaire a ’exercice 3 : tout comme une mesure sur ) est caractérisée
par les valeurs qu’elle prend sur les singletons, une mesure définie sur une tribu engendrée
par une partition dénombrable est caractérisée par les valeurs prises sur les éléments de la
partition.

a € 0, oo]"} .

Exercice 5.— Lemme de Borel-Cantelli, premiére partie

On a, pour tout ng > 0,

,u(limnsup An) =p (ﬂ U Ak) < u ( U Ak) <> n(A)

neN k>n k>no k>ngo

Or, > s, #(AL) est le reste d’une série convergente, et il tend donc vers 0 quand ng tend
vers l'infini. On a donc bien u(limsup, A,) = 0.

Exercice 6.— Sommes de mesures de Dirac

(a) La mesure ) _\ 6,, existe d’aprés les propriétés générales dégagées au premier exer-
cice.

(b) En général, pour A > 0,

(A AN =S A <o < Al = [{neW|ja] < A}

nelN

Ainsi, si p est finie sur les intervalles bornées, quel que soit A > 0, |z,| > A sauf pour
un nombre fini de n € IN, ce qui entraine

|z, | —— +oo.
n—o0

Réciproquement, si cette convergence a lieu, ce qui précéde montre que p ([—A, A]) est
fini pour tout A > 0. Comme tout intervalle borné est inclus dans un tel [—A, A], on
en déduit que p est bornée sur les intervalles (en fait, les boréliens) bornés.

(¢) On montre dans un premier temps que :

pest o-finie <= VnelN p({z,}) < oo. (2)

Si p1 est o-finie, on peut écrire R = J, o Ax avec tous les A, de mesure finie. Chaque
x, appartient donc & un sous ensemble de mesure finie, en particulier, pour tout n € IN,

ona u({z,}) < oo.



Réciproquement, supposons qu’aucun singleton n’ait de mesure infinie. Posons

N:]R\{xn

nE]N}.

On a alors Vn € N, 4, (N) = 0, et donc pu(N) = 0. On conclut que p est o-finie en
remarquant que :

R=NU | J{z.}
nc€lN
Par ailleurs, on remarque que pour tout y € R, p ({y}) = Hn eN ‘ Ty = yH A partir

de I’équivalence (2), on obtient finalement la caractérisation suivante :

 est o-finie si et seulement si la suite (x,,),en ne prend pas la méme valeur une infinité
de fois.



