Surfaces de Riemann 2010-2011

TD 5

Exercice 1. Un exemple.
Soit 0 < r < R < o0. Exhiber le revétement universel de C(r,R) = {z S (C‘ r<lz| < R}.

Exercice 2. Surfaces de Riemann revétues par C et C.

Le théoreme d’'uniformisation assure que toute surface de Riemann X est obtenue comme
quotient d'un des trois modeéles X € {C,C,D} par un groupe d’automorphismes I' ¢ Aut(X)
dont I'action vérifie la propriété suivante : tout point ¥ € X admet un voisinage ouvert U tel
que les translatés (yU),r soient disjoints. Le but de I'exercice est de comprendre la structure
de ces groupes dans les cas X=C et X=C.

1. Montrer que la propriété précedente implique que le groupe agit sans point fixe c’est-a-
dire que Vy € I',(3x € X : yX = X) = y = 1. En déduire que la seule surface de Riemann
revétue par C est C.

2. A partir de maintenant, soit I' C Aut(C) un sous-groupe vérifiant la propriété énoncée au
début de I'exercice. Montrer que I" est un groupe de translations.

3. Démontrer que I" est discret.

4. On suppose que I contient deux éléments non nuls A et u tels que A/u ¢ R. Montrer
qu’alors I" est de la forme Za, ® Za, avec a;/a, €R.

5. Conclure qu’en général, I est soit de cette forme, soit cyclique, soit trivial.

Exercice 3. Petit théoréeme de Picard.

1. Montrer qu'un plan privé de deux points n’est pas homéomorphe a une sphere, un tore,
un plan ou un cylindre. En déduire que C privé de deux points est revétu par D.

2. Démontrer le petit théoreme de Picard : une fonction entiere f € 0(C) telle que C\ f(C) a
au moins deux éléments est constante.

Exercice 4. Courbes entieéres. Quelles sont les surfaces de Riemann admettant un ouvert
biholomorphea C?

Exercice 5. Polynomes et racines.

Si X est un espace topologique, on note Sym”(X) son produit symétrique, c’est-a-dire le
quotient de X" par le groupe symétrique &(n), muni de la topologie quotient de la topologie
produit. La classe de 'élément (x,...,x,) sera notée {x;,...,x,} (attention : des répétitions
sont possibles).

On note C,[X] 'espace vectoriel des polynomes de degré < n et 'C,[X] le sous-espace
affine des polynomes unitaires de degré n.

1. Montrer que 'application L : 'C,,[X] — Sym"(C) qui associe a un polynéme P la liste non
ordonnée de ses racines est une bijection d’'inverse continue.

2. Expliquer comment 'C,[X] peut-étre vu comme une partie de I'espace projectif P(C,, [X]) ~
CP".



3. On définit -
Sym”(C) -  P(C,[X])

p
H(x—zi)

Montrer que o est une bijection continue prolongeant L' : Sym"(C) — 'C, [X].

o

" {z1,...,2p,00,...,00} —

Indication : vous pouvez essayer d’exprimer cette application en coordonnées homogenes
en utilisant les polynomes symétriques homogenes :

h
o;((z1,x1),..., (20, X)) = Z Xo) " Xo(i) " Ze(i+1)""* Zp(n)-
pe6(n)

4. En déduire la continuité de 'application L : 'C,[X] — Sym”"(C) et les homéomorphismes
Sym”"(CP') ~ CP" et Sym"(C) ~C".



