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TD 2 : Formes et différentielles

Exercice 1. Formes différentielles etC-linéarité. On rappelle que EndR(C,C) est unC-espace
vectoriel de dimension 2, dont (d x = Ré,d y = Im) et (d z = d x + i d y ,d z = d x − i d y ) sont
deux bases.

1. Soit f : U→ C lisse (U est un ouvert de C) et z ∈ U. Sa différentielle est une application
R-linéaire d z f : Tz U≃C→ T f (z )C≃C. La décomposer dans les deux bases évoquées dans
le préambule.

2. Exprimer d z ∧d z et d x ∧d y l’un en fonction de l’autre.

3. Que sont les 1-formes différentielles réelles, les 1-formes différentielles complexes, les 1-
formes différentielles complexes de type (1,0) et les différentielles holomorphes surC ?

4. En considérant l’atlas standard à deux cartes, montrer que la seule différentielle holo-
morphe surC est la forme nulle.

5. Pour tout entier k ¾ 0, construire une forme méromorphe surCn’ayant qu’un pôle, d’ordre
k , ou démontrer que c’est impossible.

Exercice 2. Quelques propriétés des tores. Soit Λ ⊂ C. On note X = C/Λ et p : C → X la
surjection canonique.

1. Rappeler ce que vaut Ω1
X.

2. Montrer qu’il existe une application lisse ϕ : TX → C telle que pour tout point x ∈ X, la
restriction ϕ|Tx X soit un isomorphisme C-linéaire entre Tx X et C. (C’est une des manières
de dire que TX est isomorphe au fibré trivial.)

3. Cette propriété est-elle vraie pour X = C ? (On n’hésitera pas à utiliser des théorèmes cé-
lèbres, même si on n’en connaît pas la démonstration.)

4. Montrer que pour tout x ∈C, d x p : TxC→ Tp (x )X est un isomorphisme.

5. Soit f :C→ X holomorphe. Montrer qu’il existe ef :C→C holomorphe telle que f = p ◦ ef .

Exercice 3. Modules des tores. Soit Γ et Λ deux réseaux. On suppose que les tores quotients
C/Γ et C/Λ sont biholomorphes. Étant donné un point z ∈C, on note [z ]Γ sa classe dansC/Γ
et [z ]Λ sa classe dansC/Λ.

1. Montrer qu’il existe un biholomorphisme f :C/Γ→C/Λ tel que f ([0]Γ) = [0]Λ.

2. Montrer qu’il existe ef : C → C holomorphe tel que le diagramme suivant commute (les
flèches verticales sont les projections canoniques) :

C
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C/Γ
f

// C/Λ.

3. Montrer qu’un tel ef :C→C est nécessairement un biholomorphisme tel que ef (Γ) = Λ.



4. En déduire que deux toresC/Λ etC/Γ sont holomorphes si et seulement si les réseaux Λ et
Γ sont images l’un de l’autre par une similitude directe.

5. Montrer que tout réseau est semblable à un réseau 〈1,τ〉 avec τ ∈ H et que deux réseaux
〈1,τ〉 et 〈1,τ′〉 sont semblables si et seulement si

∃

�
a b
c d

�
∈ SL(2,Z) : τ′ =

aτ+b

cτ+d
.

Quelques domaines fondamentaux pour l’action de SL(2,Z) surH2.
(Reproduit avec l’aimable autorisation d’H. P. de Saint-Gervais)

Exercice 4. Deux uniformisations explicites.

– (Uniformisation de la bande) Montrer que z 7→ th z définit un biholomorphisme de la

bande
§

z ∈C
��� | Im z |<π/4
ª

surD.

– (Fonction de Žukóvskij) Montrer que z 7→
1

2

�
z +
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z

�
définit un biholomorphisme de

C \D dansC \ [−1,1].


