Surfaces de Riemann 2011-2012

TD 5 : Uniformisation et conséquences

Exercice 1. Uniformisation des surfaces de Riemann quelconques.
Démontrer la forme suivante du théoréme d'uniformisation.

Soit X une surface de Riemann. Il existe un unique modele X e {C,C,D} et un
groupe I' < Aut(X) opérant proprement et librement sur X tels que X soit biholo-
morphe au quotientX/T.

Exercice 2. Surfaces de Riemann revétues par C.

1. Montrer que toute surface de Riemann dont le revétement universel est biholomorphe a C
est biholomorphe a C.

2. SoitXune surface de Riemann telle qu’il existe une application holomorphe non constante
de C vers X. Montrer que X est biholomorphe a C.

Exercice 3. Surfaces de Riemann revétues par C.

SoitI" € Aut(C) un sous-groupe opérant proprement et librement sur C.

1. Montrer que I" est un groupe de translations.

2. Démontrer que I est discret.

3. On suppose que I' contient deux éléments non nuls A et u tels que A/u ¢ R. Montrer
qu’alors I" est de la forme Za, ® Za, avec a;/a, €R.

4. Conclure qu’en général, I" est soit de cette forme, soit cyclique, soit trivial.

5. Déterminer a biholomorphisme pres les surfaces de Riemann revétues par C.

Exercice 4. Un exemple.

Soit 0 < r <R < 00. Exhiber le revétement universel de C(r,R) = {z eC

r<|z| <R}.

Exercice 5. Petit théoreme de Picard.

1. Montrer qu'un plan privé de deux points n'est pas homéomorphe a une sphere, un tore,
un plan ou un cylindre. En déduire que C privé de deux points est revétu par D.

2. Démontrer le petit théoréme de Picard : une fonction entiere f € 0(C) telle que C\ f(C) a
au moins deux éléments est constante.

Exercice 6. Surfaces de Riemann contenant les modeles. Quelles sont les surfaces de Rie-
mann admettant un ouvert biholomorpheaC?aC?aD?

Exercice 7. Métrique de Poincaré.

1. Montrer qu’il existe une unique métrique riemannienne sur D, a multiplication pres par
un scalaire, qui soit invariante sous 'action de Aut(D). C’est (une des définitions de) la
métrique de Poincaré, ou métrique hyperbolique. Quel est le groupe des isométries de cette
métrique?



2. Exprimer la distance pour cette métrique riemannienne entre deux points de D (on pourra
commencer par le cas ot I'un d’eux est 0). Démontrer que Aut(ID) agit transitivement sur
les couples de points a méme distance.

3. Démontrer que les fonctions holomorphes f : D — D sont 1-lipschitziennes pour cette
distance (lemme de Schwarz-Ahlfors-Pick).

4. Démontrer qu'’il n’existe pas de métrique riemannienne invariante par Aut(X) dans les cas
X=C,X=C.
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