Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) 2 décembre 2021

DM 07 : inégalité de Fejér-Jackson [corrigé]

Probléme.

Inégalité de Fejér-Jackson (1911). Pour toutn € N*, on a

sin(kx)

VXE]O,T[[,Z ”

> 0. (F]n)
k=1

Apres quelques préliminaires, le probléme se lance dans une démonstration par récurrence de ces
inégalités, les parties II et III (qui sont indépendantes) fournissant deux arguments différents pour
I'étape d'hérédité.

Partie I. Préliminaires.

1. Soit x € R. Exprimer sin(2x) et sin(3x) en fonction de sin(x) et cos(x) et en déduire les inégalités
(FJ1), (FJ2) et (FJ3).

Onasin(2x) = 2 sin(x) cos(x). Par ailleurs,

sin(3x) = Im e®**
=Im [(cos X +1sin x)ﬂ

2 2

=Im [COSS x + 31 cos® x sinx — 3 cosx sin®x — 1> sin> x} (Newton)

2 3

= 3cos” x sinx — sin” x

=sinx (3 cos® x — sin? x)

=sinx (4coszx— 1) .

On a notamment sinx > 0 et cosx € ]—1,1[, donc 1 4+ cosx > 0.

» L'inégalité sur le sinus montre déja (FJy).

» D’apres les calculs précédents,

sin(2x)

X+ =sinx +sinxcosx = sinx (1 + cosx) > 0,

d'oil (FJ,).

» De méme,

in(2 in(3 1
sinx + smg x) + sin(3x) =sinx (1 +cosx + = <4coszx— ]))

3 3
_ 4 2043 cosx 4 X
—351 X | COS™ X 4COSX 3 .

1
Apres calcul, le polyndme unitaire du second degré X* + %X + 7 est de discriminant négatif et

ne prend donc sur R que des valeurs strictement positifs, ce qui montre que les termes du produit
précédent sont strictement positifs, et donc que (F]3) est vraie.
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La question précédente tient lieu d’initialisation, ce qui fait que ’'on aura montré 1'inégalité de
Fejér-Jackson en toute généralité si1’on montre 1'hérédité, soit sous forme simple :

vn = 2, (FJn1) = (Fln) (H)
soit sous forme forte :
vn > 2, ((FJy) et (F]2) et...et (FJn1)) = (FJn). (HF)

Ce sont, respectivement, les objectifs des parties II et III, qui fournissent donc deux démonstrations
essentiellement indépendantes de 1'inégalité de Fejér-Jackson.
Dans toute la suite, pour tout entier n € N*, on note

0,71] — R
n .
o N Z sm(kx).
k=1

k

2. Sommes trigonométriques. Soit n € N* et x € ]0, 7[.
(a) Montrer que f;, est dérivable et donner l'expression de sa dérivée.

n
La fonction fy, est dérivable par opérations, sa dérivée est f,, : x — Z cos(kx).
k=1

. /M n+1 . /M . (n+1
n sin (zx) cos 5 X n sin <§x> sin 5 X
(b) Montrer Z cos(kx) = i .

k:1 i (f) et ;sm(kx) = - (§>

2 2
Ona
n n—1
Z elkx — §7 piltrTx [k =0+ 1]
k=1 =0 b=k
n—1 N
— elX (elx)
(=0
_einx .
=e™ ST (car e™ #£1)
B ixei%x el2X _ e igx
N e% e% — e*%
n
2isin (3%)
_ g i sin ZX
21 sin (E)
2

On obtient les résultats demandés en passant aux parties réelle et imaginaire.

(c) En déduire

n sin <<n+ ;) x> —sin <%> n cos (%) — Cos <<n+ ;) x)
Z cos(kx) = et Z sin(kx) = .
k=1 k=1

2 sin <§> 2 sin (%)
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Les formules

. sin(a + b) + sin(a — b)
sina cosb =

2
Va,b € R, cos(a—b) —cos(a+Db)

sina sinb = 5

donnent immédiatement

Ajoutées a la question précédente, ces égalités concluent.

3. Une somme double. Soitn € N* et ay,..., a, € R. Montrer que
n n n
Y3y E-3a
K .
=1 k=t k=1

n k
Ona Z Z % = Z % = ay. (somme constante de k termes).

n n
(=1 k=( k=1 (=1 k=1

Partie II. Démonstration par étude d’une fonction.

Dans cette partie, on va montrer 1’hérédité « simple » (H).

Soit donc n > 2 tel que (FJ,—1). On va montrer Vx € ]0, [, fy(x) > 0 en étudiant la fonction f,.

n+1 sinestpair

4. On définit m = { le premier entier impair > n.

n sin est impair,
P sij est pair
Pour tout j € [0, m], on définit alors x; = ¢ ™ -

———7 8ij estimpair.
n+1 ) P

(a) Montrer les inégalités suivantes :

sin pair : 0=x <X <X <+ <Xpn] <Xpn=2%Xns] =T

sin impair : O=x0<x1 <xX2 <" < Xp—1 < Xpn < TL

Les définitions rendent clair que

. . O=xo<x2< - <Xp=T
si N pair :
O<X1<X3<~'-<Xn,]<xn+1:7'[
.. . O=x0<x < < Xp_1 <
sim impair : 0="™ -t
O<x<x3< - <Xp <7
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(b)

Pour obtenir les inégalités demandées, il reste a « interclasser » les termes de rang pair et impair. Il
suffit en fait de montrer que pour tout entier pair 0 <j <mn,onaxj_1 <xj < xj41. (En effet, on a
directement xo = 0 < x1 et, dans le cas n pair, I'égalité x,, = 70 > xn_1).

Soit donc j € [2,n — 1] un entier pair. On a

1
e Xj”:% _1]1+1
T
=(J(n+1)f(1*1)n)n(n+”
= (n+j)——
nn+1)

. .

. ) s
:((J+1)n_1(n+]))m
Z(Tl*')L

)n(n+1)’

ce qui conclut.
Montrer que pour tout entier pairj € [1,n — 1], ona f,(xj) > 0.

Soitj € [1,n — 1] pair.

Ona
n . n—-1 . .
K x: K x: .
fulx) =) sm(kx]) =y Sm(k %) + sin(nx) (Chasles)
k=1 k=1 n
sin(j 7t
=fn(x5) + T(z ) _ n-1(x;) > 0,

d’apres I'hypothese de récurrence (FJn_1), applicable ici car x; € ]0, 7.
Montrer que x1,x2, . . . , X sont exactement les points d’annulation de f},.

Les questions[2a]et 26| montrent que I'on obtient les points d’annulation de f;, sur 10, 7tl en rassem-
blant :

» les points d’annulation de x — sin (%x) sur 10, 7[;

1
—zi_ x) sur 10, 7.
Déterminons ces deux familles de points séparément.

. , . n
» les points d’annulation de x — cos <

» Soitx €¢R.Ona

sin (%x) =0& %x =0 (mod 7) & x =0 (mod 27t/n).

2
Ces points d’annulation sont donc les points de la famille (T) :
eZ

VA ) . ) . .
Pour qu’un tel point - appartienne a 'intervalle 10, 7|, il faut et il suffit que 0 < 2¢ < n.
On obtient ainsi les points de la famille (X;)1<j<n—1, que I'on peut réécrire (x;j)1<j<n Si M est
j pair j pair
impair.

» Soitx € R.Ona

n+1 n+1 =« _ T
COS(ZX)—O(:) 3 x:z(modﬁ)@x:m(modbt/(n—ﬂ)).

4/8



(b)

Ces points d’annulation sont donc les points de la famille (M) .
ez

n+1
, o2+ . . ) . )
Pour qu’un tel point Thil appartienne a 10, 7t[, il faut et il suffit que 0 < 204+ 1 <n+ 1.

On obtient ainsi les points de la famille (x;)1<j<n.
j impair
En rassemblant les deux types de points, on obtient que les points d’annulation de f,, sur]0, 7t sont
X1yX2y .y Xn_1, €t Xn dans le cas ot n est impair.

Il reste a préciser le cas des extrémités du segment [0, 1], points en lesquels la formule[2b|n’est pas
valable.

» Onaf,(0) = Z cos(0) =n > 0, donc 0 = xo n’est pas un point d’annulation.

» Ona

n
Zcos (k) Z
1

e
2
B {O si N pair

—1  sinimpair.

(somme géométrique, —1 # 1)

Ainsi, si v est impair, il n’y a rien a ajouter pour obtenir les points d’annulation sur [0, 7] ; si n est
pair, il faut rajouter le point ™ = Xn = Xn41.

In fine, dans tous les cas, les points d’annulation de f,, sont les points de la famille (x;)};.
Montrer que, pour tout entier pairj € [0,n—1], f,, croit strictement sur le segment [x;, x;1].
Soit j € [0,n — 1] pair. On note k = )

Pour contourner le fait que la formule |2b|n’est pas valable en O, on va supposer momentanément
quej > 0.

Remarquons déja que, comme ¥x € ]0,7[, sin (%) > 0, T} (x) est du méme signe que le produit

cos (%x) sin <n—2Hx>

S
Soit x € [xj,%j11] = [317(, 1]1117[} , segment de longueur (. — j) T

<
nn+1) n+1

, d'apres la
question précédente.
n n n T
Le segment S1 = [*X‘ —Xi } est de longueur < — X
> ESESTIENE ST = 5% 3 g 2
n )

5% = 5m= kmt, de telle sorte que S; C [kn, k7t + g]

Comme %x € Sy, on en déduit que cos (%

Tt e
< 3 et sa borne znferzeure est

x) est du signe de (—1)%, au sens large.

n+1 n+1 n+1 =« T
%Xj, —ZFXJ'_H:| est de longueur < ntlmw =« et sa borne

2 n+1 2
1 i+ 1
%xjg = %7’( =k + 72j, de telle sorte que Sy C [kn, k7t + Tﬂ ,

» Le segment S; = [
supérieure est

n-+1
Comme >

1
x € Sy, on en déduit que sin (n —;

x) est du signe de (—1)%, au sens large.
Par produit, on en déduit que ), est positive sur [x;, Xj41].

Le méme arqument montre que f,, est positive sur 10,x;]. Comme £, (0) = n > 0, cela permet de
réintégrer le cas j = 0 a la discussion.
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La fonction f, est donc positive (au sens large) sur le segment [x;,xj11], et ne s'annule qu’aux
bornes de ce segment, d’apres la question précédente. La fonction fy, est donc strictement croissante
sur ce segment.

On montrerait de méme (et on pourra utiliser) que, pour tout entier impair j € [0,n — 1], f,
décroit strictement sur [x;, xj11] et que, si n est impair, elle décroit strictement sur [x,, 7.

(c) En esquissant le tableau de variations de f;, (suivant la parité de n), achever la preuve de
Vx € 10, 7, fn(x) > 0.

On obtient les tableaux de variations suivants.
Cas 1. Sinest pair :

x |0 X1 X2 X3 Xn—1 n
7T
f/ + 0 4+ 0 - 0 + - 4+ 0 - 0
? ? /?
f \/
?
0 0

» Sur [0,x1], la fonction croit strictement, et £(0) = 0 : on a donc Vx € 10,x1], f(x) > 0.
» Sur [xn_1,xnl, la fonction décroit strictement, et f(71) = 0:onaVx € [xn_1,xn[, f(x) > 0.
» Pour tout j € [2,n — 2] pair, sur [xj_1,%j41], la fonction décroit puis croit, donc on a la
minoration Vx € [xj_1, %111, f(x) = f(x;).
D’apres[db}, on en déduit Vx € [xj_1,xj11], f(x) > 0.
En rassemblant ces différents résultats, on obtient ¥x € 10, n[, f(x) > 0.
Cas 2. Sin est impair :

X 0 X1 X2 X3 cee Xn T
f/ + 0 + 0 — 0 + - 4+ 0 -
9 ? ?

» Sur [0,x1], la fonction croit strictement, et f(0) = 0 : on a donc ¥x € 10,x1], f(x) > 0.

» Sur [xn, 7, la fonction décroit strictement, et f(7t) =0 :ona Vx € [xn,n[,f(x) > 0.

» Pour tout j € [2,n — 1] pair, sur [xj_1,%j41], la fonction décroit puis croit, donc on a la
minoration Vx € [xj_1,%j41], f(x) > f(x;).
D’apres[db}, on en déduit Vx € [xj_1,%j11], f(x) > 0.

En rassemblant ces différents résultats, on obtient ¥x € 10, n[, f(x) > 0.
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Partie III. Démonstration par sommation.
Dans cette partie, on admet le résultat suivant.

Lemme. Soit f : [0, 1] — R une fonction dérivable telle que f(0) = f(nr) = 0.
On suppose qu'il existe xg € 10, 7[ tel que f(xg) < 0.
Alors il existe & € 10, 7| tel que f(£) < Oet f'(&) > 0.

On va alors montrer (HF) : on fixe un entier n > 2 et
» d’une part, on suppose les assertions (FJ1), (FJ2), ..., (FJn-1);

» d’autre part, par 'absurde et en utilisant le lemme admis, on suppose pouvoir trouver un
nombre réel & € 10, 7| tel que (&) < Oetf) (&) = 0.

Le but est alors d’arriver a une contradiction a partir de ces hypotheses et des différents calculs de
sommes de la partie I.

= sin(k§)
6. Montrer que V¢ € [2,n], Z X < 0.
k=t

Soit £ € [2,n].
D’apres la relation de Chasles,

Par construction de &, on a (&) < 0.

Par ailleurs, comme & € 10,7, I'hypotheése (FJy_1) entraine que fo_1(&) > 0 (notons que I'on a bien
1<l—1<n—1,donc (F_1) fait partie de I'hypothese de récurrence).

En faisant la différence, on a maintenant

=fr(&) —fr (&) <O.

7. En déduire que Z sin(k &) < 0.
k=1

En sommant les différents résultats de la question précédente, on a

iz sinik&) —o.

=2 k=¢
= sin(k &)
Par ailleurs, (&) = ; e < 0.
En sommant, on obtient
n n N
sin(k &)
0>y y o0
0=1 k=t
n
=) _sin(k&),
k=1
. n
d’apres la question appliquée a la famille <Sln§<k 5)> .
k=1
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8. En déduire l'existence de «, 3 € R tels que

sinf3 > sino >0 et cos 3 > cos o > 0.

» La question précédente et la formule de la question [2cmontrent que

n Ccos <§> — COos <<n + 1) x>
Z sin(kx) = 2 2
k=1

2 sin (;)

< 0.

Comme sin (%) > 0, on en déduit

cos ((n ) x) = cos (3).

» De méme, I'hypothese £}, (&) > 0 et les questions 2a|et 2d montrent de méme que

n sin <<n + ;) x) —sin (%)
;cos(kx) = S an (%) > 0.

On en déduit

sin n+1 x | > sin (E)
2 - 2/
X T . X . /X
Comme 5 € }O, 5 [, on a par ailleurs, cos (E) > (0 et sin (§> > 0.
Cela conclut, en posant « = % etp= (n + ;) X.

9. Obtenir une contradiction (ce qui conclut la démonstration de (HF) et donc de l'inégalité de
Fejér-Jackson).

En utilisant la croissance de x — x* sur R*, I'inégalité sin p > sin o > 0 donne

sin® B> sin? «.

En utilisant la stricte croissance de x +— x* sur R, l'inégalité cos p > cos o > 0 donne

cos’ B> cos’ .

En sommant ces deux inégalités, on obtient

sin® B + cos? B > sin® « + cos’ «,

=1 =1

ce qui fournit la contradiction souhaitée, et conclut.
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