Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) 9 décembre 2021

DM 08 : relations (et un tout petit peu de groupes)

Probléme A. Deux théorémes sur les graphes finis.

Dans ce probleme, on appelle graphe (fini) la donnée d’un ensemble fini V (appelé ensemble de
sommets) et d'une relation R réflexive et symétrique. On retrouve ainsi la notion vue en maths
expertes en interprétant la relation v; R v, comme signifiant « vi = v, ou vy et v; sont reliés par une
aréte ». Autrement dit, une aréte de (V, R) est une paire {v1,v,}, ott vi, v, € V sont distincts et reliés
par R.

Par exemple, la relation R définie sur [1,12] par Vvi,v2 € [1,12],vi R v; & |v; —vy| < 3 est
réflexive et symétrique : c’est donc un graphe (a douze sommets et trente-six arétes). En voici une
représentation :

Partie I. Généralités.

Soit (V,R) un graphe fini.
» Pour tout sommetv € V, on note
o N(v) ={w e V|w #vetw R v} le voisinage (ou I'ensemble des voisins) de v;
e d(v) le cardinal de N(v) (appelé le degré de v).
» Une cligue est une partie C C V telle que ¥vi,v; € C,vi Rv;.

» Une anticlique est une partie A C V telle que ¥vi,v; € A,vi Rvy; = vi =v,.
Dans toute cette partie, on fixe un graphe fini I' = (V, R).

1. Soit C une clique et A une anticlique. Montrer que A N C est vide ou est un singleton.

1
2. Lemme des poignées de main. Montrer que le nombre d’arétes de I est 3 Z d(v).
vev

3. Soit A une anticlique. Montrer que le nombre d’arétes de I est < Z d(x).
xEV\A
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Partie II. Théoréeme de Mantel.

| Un graphe fini est dit sans triangle s’il ne contient pas de clique a trois sommets.
Dans toute cette partie, on fixe un graphe (V, R) fini et sans triangle, et on note n = [V]|.

4. Montrer que, pour tout v € V, le voisinage N(v) est une anticlique.

5. En déduire qu’il existe une anticlique A telle que le nombre d’arétes de I' soit < |A| (n —|A| )

Indication. On pourra considérer une anticlique qui soit la plus grosse possible, en un certain sens.

2
6. Théoréeme de Mantel. En déduire que le nombre d’arétes de I' est < %

7. Cas d’égalité. Pour fixer les idées, on suppose n pair, et on trouve m € N tel que n = 2m. On

suppose que le graphe (V, R) posséde exactement n?/4 = m?* arétes.

(a) Montrer qu’il existe A C V tel que A et V \ A soient deux anticliques de méme cardinal.

(b) Identifier le graphe (V,R) dans ce cas.

Partie III. Théoréme de Ramsey bicolore.

Etant donné 1, s € N*, on dit qu'un graphe fini (V, R) vérifie la propriété 1, s’il admet une clique a
T sommets ou une anticlique a s sommets.

Le but de cette section est de montrer que tout graphe ayant suffisamment de sommets possede cette
propriété.
8. Etape-clef.Soit 1, s € N*. Dans cette question, on suppose avoir démontré les résultats suivants :
» Il existe a € N* tel que tout graphe ayant au moins a sommets posseéde la propriété 1, ;1.
» Il existe b € N* tel que tout graphe ayant au moins b sommets possede la propriété IT, ;.
Soit (V,R) un graphe tel que [V| > a+b,etv e V.
(a) Onnote M(v) =V \ ({v}UN(v)) (I'ensemble des non-voisins de v).
Montrer que N(v) possede > a éléments ou que M(v) possede > b éléments.
(b) En déduire que V possede la propriété TT, 1 1.

9. Théoreme de Ramsey. Montrer que, pour tous 1, s € N*, il existe un entier Ramsey(r, s) tel que
tout graphe ayant au moins Ramsey/(r, s) sommets possede la propriété IT, ;.
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Probléme B. Lemme de Zorn (1935).

Ce probléme est plus abstrait que le précédent. Il montre un théoréme important en mathématiques, mais dont
I'emploi est tout a fait évitable dans le cadre des classes préparatoires.

Un ensemble ordonné (E, <) est dit inductif si toute chaine de E est majorée.
(Remarquons que, I'ensemble vide étant une chaine, un ensemble ordonné inductif n’est jamais
vide : il doit contenir un majorant de &.)

Le but du probléme est de montrer le résultat suivant.

Théoréme (« lemme de Zorn »). Tout ensemble ordonné inductif possede un élément maximal.

0. Soit (E, <) un ensemble totalement ordonné inductif.
Montrer que E admet un élément maximal.

Dans toute la suite, on fixe un ensemble ordonné inductif (E, <), et 'on cherche a montrer 1’exis-
tence d"un élément maximal, en construisant une chaine K adaptée au probleme.
Introduisons quelques définitions et notations.

» Un élément a € E est un majorant strict d"une chaine C si Vx € C,x < a.
S’il existe un tel élément, on dit que C est strictement majorée.

» On fixe une fois pour toutes un majorant strict pic de toute chaine strictement majorée C.

» Une partie S d"une chaine C est dite une section initiale stricte (en abrégé : SIS) de Csi S # C et

VxeC,VyeS,x<y=xeS.

1. Soit C une chaine de E et S une SIS de C. Montrer que S est une chaine strictement majorée.

Une p-chaine de E est une chaine C C E vérifiant la propriété suivante :

pour toute section initiale stricte S de C, le majorant strict pg est le minimum de C \ S.

2. Montrer que toutes les pu-chaines non vides de E possedent un élément en commun.
Indication. On ne reculera pas devant la zérologie...

3. Soit C une p-chaine, et a € C. Montrer que ’ensemble {x € C|x < a} est une SIS de C, et que
a = WxeC|x<a}+

4. Soit C une p-chaine et T C C une partie non vide.
(@) Montrer que M = {x € C|Vt € T, x < t} est une SIS de C.
(b) En déduire que T admet un minimum.

5. Comparabilité.

(a) Soit C et D deux p-chaines. On suppose que C \ D n’est pas vide et, grace a la question
précédente, on note ¢ son minimum.
Montrer que D = {x € C|x < c}.
Indication. La question précédente pourra a nouveau étre utile.

(b) En déduire qu’étant donné deux p-chaines différentes, 1'une des deux est une SIS de
l'autre.
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| Jusqu’a la fin de la démonstration, on note K 1'union de toutes les p-chaines de E.

6. Montrer que K est une chaine.
7. Le but de cette question est de montrer que K est méme une p-chaine. Soit donc S une SIS de K.

(@) Montrer qu'il existe une p-chaine C et un élément ¢ € C qui soit un majorant strict de S.
Dans la suite, on fixe une telle p-chaine C et un tel élément ¢ € C.

(b) Montrer que S C C, et en déduire que S est une SIS de C.
(c) Conclure.

8. (a) Montrer que pour tout majorant m de K, 'union K U {m} est encore une p-chaine, et en
déduire m € K.

(b) Conclure la démonstration du lemme de Zorn.

Exercice. Sous-groupes maximaux.
Soit (G, -) un groupe.
Un sous-groupe M de G est dit maximal si :

» Meststrict: M #G;

» les seuls sous-groupes de G contenant M sont M et G.

1. Déterminer les sous-groupes maximaux de Z.
2. Soit G un groupe fini et M C G un groupe tel que 'indice [G : M] soit un nombre premier.
Montrer que M est maximal.
3.7 Soitn > 2. Montrer que S = {0 € &(n)|o(1) = 1} est un sous-groupe maximal de &(n).

4. Soit G un groupe fini et H # G un sous-groupe de G.
Montrer qu’il existe un sous-groupe maximal M de G tel que H C M.

5. Donner un exemple de groupe n’admettant pas de sous-groupe maximal.
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