Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) 3 février 2022

DM 13 : deux théorémes généraux sur les suites récurrentes

Dans l'exercice et le probleme, étant donné une application f : C — C d’un ensemble dans lui-
méme, on pourra noter " la composée f o f o - - - o f, avec n occurrences de f (si bien que f© = idc).

Comme le montre une récurrence immédiate, toute suite (U )nen Vérifiant la relation de récurrence
vn € Nyun 1 = f(uy) se réécrit alors (un)neny = (1 (o) )nen-

Exercice. Théoréme du point fixe de Banach (1922).

Dans cet exercice, f : C — C est une contraction, c’est-a-dire que 1’on peut trouver une constante
k € [0, 1] tel que Vx,y € C,[f(x) —f(y)| < k [x —yl.

On considére alors une suite u € CY vérifiant Vn € N, up 1 = f(un).

Le théoréme du point fixe de Banach affirme :
» que f posséde un unique point fixe {;

» queu, —— L.
n—-+oo

1. Montrer que f possede au plus un point fixe.

2. (a) Montrer Vn € N, |un 1 — un < k™ [ug —ugl.

kP
m lur — ugl.

3. Montrer qu’il existe une extractrice @ telle que la suite (1 ;) )jen converge.

(b) En déduire ¥p,q € N, [upq — up| <

On notera { sa limite.

4. En réutilisant la question montrer que I'on a u, = L.
n—-+oo

5. Conclure.

Remarque. Le « vrai » théoreme du point fixe de Banach s’applique dans un cadre beaucoup plus
général que celui des suites complexes.
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Probleme. Théoreme de Kohlberg-Neyman (1981).

Dans cet exercice, f : C — C est une semi-contraction, c’est-a-dire que

VX)U € (C) |f(X) _f(yN < |X_y| .

On veut montrer I'existence de v € C tel que, toute suite u € CV vérifiant la relation de récurrence
vn € Nyun 1 = f(u,) vérifie

1. Montrer le résultat dans les cas o1 f est une translation, et dans ceux oti f est une rotation.

(0 .
T(l ) ——— v. Conclure la démonstration du théoréme.

2. Onsuppose avoir trouvév € C tel que
n—-+o0o

3. Lemme de Fekete. On consideére une suite (d, )nen a valeurs dans R, sous-additive, c’est-a-dire
telle que Vp,q € N,dp,q < dp + dg.

(a) Montrer que I'ensemble {C: ’ ne N*} possede une borne inférieure { € R.

M
(b) Soit T € N*. On note M = max(dy,...,dr_1). Montrer ¥n > T, % < % + gt

A e PR dn
(c) Déduire de ce qui précede que Pl L.

4. En utilisant le lemme de Fekete, montrer 'existence de { € R, tel que

(0)

n

™ (0)]
n

n—+oo

5. On suppose { = 0. Montrer que < ) converge.
neN*

Dans la suite des questions, on suppose toujours £ > 0.

6. Un lemme d’existence de records. Soit s € R" telle que s, T oo Montrer
n—-+0o0

VN € N,3In > N : Vk < n, sg < sp.

7. (a) Soit A € ]0,£[. En appliquant la question précédente a la suite (d, — An)ncn, montrer que,
pour tout N € N, il existe n > N tel que Vj € [0,n], dn > dnj + Aj.

(b) Soit (ex)ken une suite d’éléments de ]0, {[ convergeant vers 0. Montrer l'existence d"une
extractrice « telle que

vk € N,Vj € [0, a(k)], diy = doio—j + (£ — ex)j-
8. (a) Soit w € U. Montrer Vz € C,Ré (w z) < |z|.
(b) Soit z € C. Montrer I'existence de w € U tel que Ré (w z) = —|z|.

Dans la suite, on fixe une suite (wy)xen d’élements de U tels que Vk € N, Ré (wk o) (O)) = —dyi)-

9. Soitk € Netj > a(k).
(a) Montrer Ré <wk fi(O)) < ‘fj (0) — £ (0)] — dyg.

(b) En déduire Ré (wk fj(O)) < —(0— ex)j-

10. Montrer I'existence d'un complexe w4, € U tel que Vj € N, Ré (woo fj(O)) < L.

(0
11. Montrer que (()> posséde une unique valeur d’adhérence, et en déduire qu’elle converge.
JEN*

Remarque. La preuve donnée ici est due a Anders Karlsson (2001).
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