Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) 18 mars 2022

DM 16 : deux développements asymptotiques

Exercice 1. Développement asymptotique d’une distance.

Cet exercice est inspiré d'un exercice posé a 1’oral de I’X. Il établit un développement asymptotique
pour une suite (dn )nen+ définie géométriquement.

1. Deux DL pour s’échauffer. Déterminer un DL,;(0) de x — In <Sl:X> (ou plutot de son prolon-

gement continu) et un DLg(0) de x — In(cos x).

| Remarque. Ces DL seront utiles dans la suite, mais pas forcément a cette précision.

2. Distance (au carré) a un graphe. Soit f € C°(R). On définit A(f) = inf {xz + f(x)? ‘ X € R}.

(a) Montrer que A(f) est bien défini, et montrer 1’existence d"une suite (xn)nen € RN telle que
X%l + f(Xn)z m) A(f)

(b) En déduire 'existence de a € R tel que A(f) = a? + f(a)?.
(c) Montrer que f(a) f'(a) = —a.

Dans toute la suite du probleme, étant donné n € N*, on considere f,, : x — cos" x, définie sur R.
On note alors &, = A(fy).

3. Soitn € N*.

(a) Montrer l'existence de a,, € {O Tt] tel que &, = afl + cos™(ay).

=
2
(b) Montrer a,, —— 0.
n—+oo

sin an

4. (a) Montrer yn € N*,Inn = —In ( .
n

> —(2n—1)In(cos an).

1
(b) En déduire ai ~ n—n.
n—+oco N

. 1 2 1 2
5. (a) Montrer In <Sm a“) =0 (T) etln(cosan) =0 (nn)

an n

(b) Enreprenant larelation obtenueala questionet en effectuant un développement asymp-

. . . In®n , Inn In’n In’n
totique a la précision o | —— |, montrer a;, = — +o0 7 |-
n n n

6n?
B Inn

= — + b
n

Indication. On pourra introduire la suite (bn)nen telle que ¥Yn € N*, ai

2
(c) En déduire un développement asymptotique de (6»)nen+ a la précision o <I;zn> .
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Exercice 2. Un DL, deux applicationsﬂ

n
1 2k
Pour tout n € N*, on définit P, = Z _— ( )Xk.
= k+1\k

1. Soitn € N*.
(a) Montrer que VT —4x =1—2xPn(x) + o (x).

x—0
(b) En déduire 'existence de Q, € R[X] tel que T —4X = (1 — 2X P, (X))? + X2 Q. (X).
2. Racines carrées des matrices unipotentes. Soit N € M, (R) telle que N™ = 0. Utiliser ce qui
précede pour montrer 'existence de R € M,,(R) telle que R? = I, + N.

1 2
Pour tout n € N, on définit le n-ieme nombre de Catalan C,, = — < T?) .

3. Relation de récurrence. Soit n € N*.
1

(a) Montrer que X Pp,(X)? = Pp(X) — 1 — an+‘ Qn(X).
n—1

(b) En déduire la formule C,, = Z Ce Gk
k=0

n
A un décalage d’indices pres, on a donc démontré vn € N, C, 11 = Z Ce Crk.
k=0

4. Interprétation combinatoire. Pour n € N*, on note
» Pn le nombre de chemins constitués de pas d’une unité vers le haut ou vers la droite, allant
de (0,0) a (n,n) et restant en-dessous de la premiére bissectrice du plan;

» (n le nombre de chemins constitués de pas d’une unité vers le haut ou vers la droite, allant
de (0,0) a (n,n) et restant en dessous de la droite d’équation y = x — 1 (a I'exception du
départ et de l'arrivée).

On définit également py = 1.

un chemin, parmi pg = 132 possibilités un chemin, parmi q¢ = 42 possibilités

(a) Montrer Vk € N* qx = px—_1-
(b) Montrer Yn € N;p, = C,.

1. Merci a Jean Nougayrede, professeur d'une autre MPSI 3, pour le sujet !
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