Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) 20 novembre 2021

Troisiéme composition de mathématiques [corrigé]

Exercice 1

Soit (un )nen la suite définie par

u=u; =1 et vn e Nyuni2 = 2un 1 + 3u,.

Déterminer l'expression de (un )nen.

Le polyndme caractéristique de cette relation de récurrence est X* — 2X — 3, dont les racines sont 3 et —1.

On sait donc qu’il existe «, 3 € R tels que (un)neny = (3™ + B(=1)") ey -

. . . 1
L’examen des deux premiers termes donne alors x + 3 = 3o — 3 =1, d’oit l'on tire rapidement x = = =

7
o 3+ (=1
Ainsi, (Un) ey = <§)> .
neN

Exercice 2

On définit la fonction

JR— R
f: x — eS|

1. Montrer que f est deux fois dérivable et que Vx € R, f”(x) > 0.

La fonction f est deux fois dérivable, en tant que composée de fonctions deux fois dérivables.
Pour tout x € R, ona

Comme ch(x) > 1, on a ch?(x) > ch(x) et donc sh(x) + ch?(x) = sh(x) + ch(x) = * > 0.

2. Montrer que Vx € R, f(x) > x + 1.

Par opérations, la fonction g : x — f(x) — (x + 1) x | —oc0 0 +00
est deux fois dérivable, de dérivées g' = ' — 1 et
g// — f”, g// +

Le fait que g(0) = g'(0) = O permet alors rapide-
ment de dresser le tableau de variations ci-contre.

On obtient donc en particulier Vx € R, g(x) > 0, g
ce qui conclut.
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3. Sans faire de nouveau calcul de dérivée, montrer Vx € ]—oo, 1[, f(x) < T

Soit x € ]—o0, 11.
. . 1
On a, d’apres la question précédente (appliquée a —x), prial sh(x) — gsh(=x) > 1 _ .
Puisque x < 1, tous les termes apparaissant dans cette inégalité sont > 0 donc, par décroissance de la

fonction inverse sur R’ , on en déduit

Probléme. Matrices bistochastiques.

Dans tout le probleme, n > 3 désigne un entier.

» On rappelle qu’étant donné M € M, ,(C) et j € [1,p], la notation C;(M) désigne la j-iéme

colonne de M, vue comme vecteur de C™.
Etant donné M € M,,(R), on notera M > 05si Vi,j € [1,n], M]y; > 0.

Une matrice M € M,,(R) est dite bistochastique si tous ses éléments sont > 0, et si la somme des
éléments de chacune de ses lignes et de chacune de ses colonnes vaut 1. On note alors

B = {M € Mn(R)

n n

M > 0etVk e [[1,n]],Z[M]k,e = Z[M]B,k = 1}
=1 =1

I’ensemble de ces matrices.

On note Z,, I'ensemble des bijections o : [1,n] — [1,n].

Pour tout 0 € L,,, on note P, et on appelle matrice de permutation associée a o la matrice carrée
d’ordre n dont le coefficient (i,j) vaut 1 si i = o(j), et 0 sinon. Ainsi, Ps = (1(i_o(j)))

1<ijsn’
1 0 0
0 1
Onnotee;=| . |,e2=|.]|,...,en=| . | les vecteurs de la base canonique.
0 0 1
On note également u = ej + - - - 4 e, le vecteur dont tous les coefficients valent 1.
X1
Etant donné un vecteur X = i | € C"Y, onnote ||X||oo = max (Ix1],...,[xnl).
Xn

Partie I. Généralités.

1. Matrices de permutation.
(a) Soit o € L, etj € [1,n]. Montrer P; ej = e4(j).

Soitie [1,n]. Ona

M=

[Ps ej]i’] = [Pc]i,k [ej}kJ
k=1 g
~t0G=Kk)
= [PO"]i’j
= Lizo(j))-

Autrement dit, le vecteur colonne P e; a sa o(j)-ieme coordonnée qui vaut 1, et les autres O, c’est-
a-dire que P e = eq(j).
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(b) Soit o, T € X,,. Montrer Ps Py = Pgor.
Soit j € [1,n]. On a d’apres la question précédente
P Pr€j = Poer(j) = €o(x(j)) = Poor ¢
Autrement dit, C; (Py Pr) = Cj (Pgor).
Comme cela est vrai pour tout j € [1,n], on a Py Pr = Pgor.
(c) Soit o € Z,. Montrer que P, est inversible et que P;' = PL.
» D'apres la question précédente, on a PoPs1 = P 1Po = Piq, | = I, ce qui montre que Py
est inversible, d inverse Pg‘.
» Il reste & montrer que P, = PL. Soit i,j € [1,n].
Ona [ngl]m' = ]l(izo-fl(j]) et [Pg]i,j = [Po']j’i = ]l(j:(r(i])-

Les conditions i = o~ (3) et j = o(i) étant équivalentes, ces deux coefficients sont bien égaux.

2. Une premiere caractérisation des matrices bistochastiques.
(a) SoitM € My (R). Montrer que M € B,, si et seulementsi M > 0 et Mu = My = u

11 suffit de remarquer que

I'égalité Mu = u équivaut donc au fait que la somme des éléments de chaque ligne de M vaut 1.

En appliquant ce fait a MY, on voit donc que I'égalité M w = w équivaut au fait que la somme des
éléments de chaque colonne de M vaut 1.

Ainsi,onabien M € Bp & (M > 0et Mu=M'u =u).
(b) En déduire que B, est stable par produit, c’est-a-dire que YM,N € B, MN € B,,.

Soit M,N € By,.
n

» Pour tous i,j € [1,n], ona [MN];; = Z MJ; x [N]y; > 0, donc MN > 0.
=1 >0 >0

» Ona MNu =Mu =u.
» Ona (MN)"u=N"™M"u=Nu=u
A l'aide de la question précédente, cela montre que MN € B.,.

3. Donner un exemple de matrice non inversible appartenant a B,,.

1
La matrice] = — | . . .| est clairement bistochastique.
LI
1T 1 - 1
Le vecteur ey — e, appartient a ker(]), ce qui prouve que ] n'est pas inversible.
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4. Matrices bistochastiques inversibles. Soit M € B,, N GL,(R).
(a) Montrer que M~ € By, si et seulement si M~ > 0.

Puisque M est inversible, MY I'est aussi, et on sait que son inverse est M= NT.

En multipliant & gauche I'égalité Mu = u (resp. M'u = W) par l'inverse de M (resp. M), on
obtient u =M "'u (resp. uw = M Tw).

Cela montre que la matrice M~ posséde automatiquement deux des trois propriétés caractérisant
la bistochasticité.

Onadonc M~ € B,, si et seulement si M~ > 0.

(b) Supposons M~! € B,,. On va montrer qu’alors M est une matrice de permutation.

i.

ii.

ii.

En utilisant 1'égalité MM = I,,, montrer

Vi,j € Iyl Mli; #0= I €R:C(M ') = Ae;.

Soit i,j € [1,n] tel que [M];; # 0.

On souhaite montrer que la i-¢me colonne de M~ est proportionnelle a ej, C'est-a-dire que,
pour tout k # j, [M_1]k,i =0.

Soit donc k € [1,n] \ {j}. On a alors, en utilisant que les coefficients de M et de M~ sont
positifs :

ce qui conclut.

En déduire que, pour tout j € [1,n], il existe un unique i € [1,n] tel que [M];; # 0, et
qu’on a alors [M];; = 1.
Soitj € [1,n].

Existence. S’il n’existait pas d'indice i € [1,n] tel que [M];; # O, la j-iéme colonne de M
serait nulle, ce qui contredit son inversibilité.

Unicité. S’il existait ig # 11 € [1,n] tels que My, ; et [Ml;, ; soient non nuls, la question
précédente entrainerait I’existence de Ao, A1 € R tels que

CiM ) =Ne; et C,(M') =M.

io
On en déduit \yCi, (M) — ACi, (M) = 0, cest-a-dire M~ (Mei, — Aoey,) =0, et
on va voir que cela contredit I'inversibilité de M.
» Sidg=0o0uA =0, M aune colonne nulle, donc n’est pas inversible.
» Silog, A1 # O, le vecteur Avei, — Agey, n'est pas nul, donc ker(M™") n'est pas réduit
au vecteur nul, ce qui montre que M~ n'est pas inversible.
Dans les deux cas, on a obtenu une contradiction, ce qui conclut.
On a donc montré I'existence et I'unicité de i € [1,n] tel que [M];; # 0.
Comme M est bistochastique et que [M];; est le seul coefficient non nul de C;(M), on a néces-
sairement [M]y; = 1.

La question précédente montre que 1’on peut trouver une fonction o : [1,n] — [1,n]
telle que Vi, j € [1,n], [Mli; = 1(;—(j))- Montrer o € %, c’est-a-dire que o est bijective.

» Montrons d’abord que o est injective.
Soit jo,j1 € [1,n] tels que o(jo) = o(j1).
On a donc C;, (M) = Cj, (), d'oit M(ej, — e;,) = 0.
Comme M est inversible, cela entraine e;, — e;, = 0, et donc jo = jy.
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» Comme o est une application de I'ensemble fini [1,n] dans lui-méme, on en déduit qu’elle
est bijective.

5. Propriétés spectrales des matrices bistochastiques. Soit M € B,,.

(a) Montrer que M — I,, n’est pas inversible.

On a Mu = u, donc (M —I,)u = 0. Cela montre que le noyau de M — I, n’est pas réduit au
vecteur nul, et donc que M — 1, n’est pas inversible.

(b) Montrer ¥X € C", || MX]|oo < [ X]]o0o0-
Soit X € C"et k € [1,n]. On a donc

IMXJi1| = Y Ml e[Xe,s

(in. triang. et M > 0)

<[ X[loo
n
< Z[M]k,z> 1 X|loo
=1
< X oo (car M € B,)

(c) En déduire que pour tout A € C de module > 1, la matrice M — Al est inversible.

Soit A € C de module > 1.

Soit X € ker(M — AL,). On a donc (M — AL,)X = 0, c’est-a-dire MX = AX.
» D’apres la question précédente, on a |MX||oo < ||X]|oo-
» Par ailleurs, |MX||loo = [|[AX|lcc = Al [|X]]co-

En comparant ces deux informations, on a (Al — 1) ||X||leo < 0, ce qui montre || X/ = 0.
~——

>0
Par définition de || - ||oo, on en déduit que tous les coefficients de X sont nuls, c’est-a-dire que X = 0.

On a ainsi montré ker(M — Al ) = {0}, ce qui montre que M — AL, est inversible, d’apres le critere
nucléaire d’inversibilité.

Partie II. Un processus de diffusion.

6. Diagonalisation d"une matrice de permutation. On définit un élément o € X, par:

[1,n] — [1,n]

o: ) {1—1 siit>2
i = L

n sii=1.

(a) Montrer que Py = I,.

Une récurrence immédiate montre que Yk € N,Vx € [1,n], (oo ---00)(x) =x —k (mod n).
—_——
k fois
En particulier,ona go---og =idp
n fois

En utilisant la question (et une autre récurrence), on obtient donc Py = Pgo...o0 = Pid[[1 = I..
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(b) Soit A € C et X € C™ un vecteur non nul tels que P;X = AX. Montrer que A € U,,.
Ona P%TX = Py(AX) = APsX = A’X. Par une récurrence immédiate, on a donc
X=P;X=A"X donc (A" —=1)X=0.

Comme le vecteur X est non nul, on en déduit \™ = 1, c’est-a-dire A € U,,.
1

A
(c) Soit A € Uy,. Montrer que le vecteur X, = A2 vérifie Py X5 = A X,.
o
Ona
010 0 A 1
00 1 0 A? A
P,— [0 0 0 0 done  PoXo=|N|=r] ¥ | =ax.

100 0 1 AT

2
Pour tout k € Z, on note w(k) = exp (i::k).

(d) On définit F = (w (k=1)(t—1 ))) rergen € M, (C) et F la matrice obtenue en remplagant

Kt

chaque coefficient de F par son conjugué. On remarquera que, pour tout { € [1,n], la
{-ieme colonne de F est X,¢_1).

Calculer le produit FF et en déduire que F € GL,(C).

Avant de se lancer dans le calcul, rappelons que si A € Uy \ {1}, la formule pour la somme des
termes d’une suite géométrique montre que

—1
TLZAX:F}‘n:o

(et, évidemment, la somme vaut nsi A = 1).
Soit maintenant k,{ € [1,n]. Ona

[FFly = Z[F]k,jm

! x=j—1
— . x - -
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qui vaut donc nsi k = £ et 0 sinon.

) = . . . 1
Autrement dit, on a FF = n 1y, ce qui montre que F est inversible, et que F'=_F
n

(e) Montrer que F~'P,F = diag (w(0), w(1),...,w(n —1)).

Soitj € [1,n]. On a Fe; = X (j—1), ce qui donne également e; = F_]Xw(]’—n- On a alors

(F'PoF) & = F"PoXej 1)
=w(j— 1)F4Xw(j,1) (d’apres la question [bc)
= (,U(] - U €,
ce qui montre que la j-ieme colonne de F'P,F est w(j — 1) ej.
Cela étant valable pour tout j € [1,n], on a F'P,F = diag (w(0), w(1),...,w(n —1)).

7. Exprimer la relation de récurrence () sous la forme Vt € N, X1 = AX;, olt A € My (R) est une
matrice que I'on exprimera a 1’aide de la matrice Py.

Soitt € N.Ona

xn(t) +x2(t)

2

x1(t) ¥ x3(t) 010 -+ T\ [x(t)
2 101 -+ 0 x2(t) T »

Xy = | 2®Fx@® [Z1fo 10 o of x| =PetPoy _PotPoy

2 201, . .. . 2 2
: 100 0/ \xnlt)

Xn—1(t) +x; (1) "
2

P, + P!
En posant A = %, on a donc ¥Vt € N, X1 = AXy.

8. En déduire que 'on a Vt € N,X; = F diag()\}‘,)\ﬁ,...,7\;‘1)13_1 Xo, ot A1, A2,...,An sont des
nombres réels que 1’on précisera.
La relation Vt € N, X¢.1 = A X et une récurrence immédiate montrent ¥t € N, X = A Xo.

1l reste simplement a montrer que ¥t € N, At = F diag(A}, AL, ... ALY F!, pour des réels A, Ay ..., An
encore a déterminer.
D’apres la question on a F'P.F = diag (w(0), w(1),...,w(n —1)), c'est-a-dire P, = FAF .

A

-1
En passant a l'inverse, Pg‘ = (FAF*]> =FA'F, donc

Py +P;!  FAF ' +FAF!

A="73 2
A+AT
—FTF
—1 —1 _ 1)
:Fdiag<w(0)—|—2w(0) )w(])—i—zwﬂ) )“-’w(n 1)+2w(n 1) >F_1

= Fdiag (1,cos <2r7:) ye.yCOS (ZT:[(TL—U)) F!

= Fdiag(A1, Az ..., An)ET,
N . , 2,
oi, pour tout j € [1,n], on a posé \; = cos ?(] —1)).
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Ainsi, pour tout t € N, ona

t
A = <F diag(A1, Az, - ..,An)ﬁ)
= F diag(A1,A2, ..., An) F!
=F diag (A}, A, ..., AL F

ce qui conclut.

9. On suppose n pair. Montrer que la suite (X¢)ten ne converge pas.

Le phénomene problématique (de périodicité) se voit sur des petits cas, comme par exemple ici quand
n=6.

t=1

Soit t € N. On a alors

Z x(t+ 1) =x2t+ 1) +xa(t+1) +xg(t+1) 4+ +xn(t+1)

kelln]
k pair

X1 (t)erxs(t) +X3(t)42rX5(t) +X5(t)42rx7(t) by X (t)2+X1 (t)
=x71(t) +x3(t) +x5(t) + - +xp1(t)

= > xlt)

kelln]
k impair

et, de méme, Z x(t+1) = Z X (t).

kell,n] kelln]
k impair k pair

Vu la valeur de Xy, une récurrence immédiate montre que

0 sitpai
vteN, Z xk(t):{ st t patr

kel 1 sitimpair.
k pair

Cela montre que la suite ( Z xk(t)) ne converge pas, d’oit I'on tire que (X¢)ren ne converge pas.
kell,n] teN
k pair
10. On suppose n impair.

(a) Montrer que Xy —— —u.
t—=+c0 M

2
Comme n est impair,ona A = 1etVj € [2,n], f(j—ﬂ % 0 (mod 7), donc Az, ..., A\n € -1, 1L
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En particulier, ¥j € [2,n],\j —— 0.
t—+o0
On en déduit diag (A}, A, ..., Ay) = diag(1,0,...,0).
—+00

Pour terminer le calcul, on remarque FXo =, et que les calculs de la question [6d|entratnent que

= 1-
F'=—F doncF'Xo = —FXo = —

n n

On a alors

X; = F diag(A}, AL, ... AL FT X ——— F diag(1,0,... ,OF X,
—+o0o

1 1
= EFdiag(],O,...,O)u =—-FX;=—u.

(b) Montrer que Vt € N,

1 7T\t
Xt — uH < cos (—) .
n . n

Pour toutj € [2,n],onaj—1¢€ [1,n—1].

» Sij—1el,(n—1)/2], onaz—(]—n [

3\5’

(n—])] = [zn,ﬂ—ﬂ},donc
n n

e (200 oo s ()] - (o2

. n Tt
ce qui entraine [A\j| < cos ( — ).
) n

» Par parité de cosinus, la méme inégalité est valablesij—1 € [(n+1)/2,n—1].

Y1
Remarquons que siM € Mp(C)etY = | € C", on a, pour tout k € [1,n],
Yn
n
[IMY]q| = Z Jie Y
( ]k,(’,|> Y]] oo,
donc  [MYloo < [[|M[| 11Y]]oos

ot 'on a défini, pour tout M € M,,(C)

n
n
— max Ml ¢l.
na; ;l[ Tt

1 1 .
= —, on a bien, pour tout t € N,
n

Comme en outre HFqXOH =|l—u
oo n 00

X; — T]LuH - HF diag(1,AL, ..., AL ) F' X — F diag(1,0, ... ,O)F*1XOHOO
— HF diag(0, AL, ..., AL ) F! XOHOO
< I[F([]]| diag(0, Az, -, A)]| HF_]XOHOO

<n max ‘?\t‘ 1
j=2 n

< (rJnT_laZX(IAjI)>

T\t
< cos (—) .
n

9/113]



Partie III. Théoreme des mariages de Hall (1935).

Dans toute cette partie, on fixe un ensemble fini Q.
On dit que p parties Ay, ..., A, C Q vérifient la condition de Hall si on a I'inégalité de cardinaux :

U A

keK

vK e P([1,p]), > [KI.

On s’intéresse a 1'existence d'un systéme de représentants distincts (en abrégé, SRD), c’est-a-dire a
I'existence d"un p-uplet (x,...,%,) € QF tel que

» l'on ait Vk € [1,pl, xx € Ax;
» les p éléments x1,xy, ..., X, soient tous différents.

Par exemple, pour les quatre parties A; = {1,2}, A; ={1,3}, A3 = {3}, Ay ={2,3,4} de Q = [1,4], le
quadruplet (2,1, 3,4) est un SRD (on peut d’ailleurs vérifier que c’est le seul).

Le but de cette partie est de démontrer le théoréme des mariages de Hall, qui affirme qu’il existe un
SRD pour Ay, ..., A, si et seulement s’ils vérifient la condition de Hall.

11. Soit Aq,..., A, € P(Q).
Montrer que s’il existe un SRD pour les parties Ay, ..., A,, ils vérifient la condition de Hall.
Supposons qu’il existe un SRD (x1,...,%p) pour Ay, ..., A,.
Soit K C [1,pl.
La famille (ax)xek est alors constituée de |K| éléments tous différents et, par construction, on a les

appartenances Yk € K, ay. € Ay, donc {ay |k € K} C U Ay, ce qui montre U Ayl > K.
keK keK

Pour montrer que la condition de Hall est également suffisante, nous allons maintenant procéder par
récurrence forte.

Pour tout p € N*, on note H(p) 'assertion :

quelles que soient Ay,..., A, C Q vérifiant la condition de Hall, elles admettent un SRD.

L'initialisation (1) étant évidente, on fixe un entier p > 2, on suppose H(1),H(2),...,H(p — 1)
vraies, et on cherche a montrer H(p).

Soit donc Ay, ..., A, C Q vérifiant la condition de Hall.

12. On suppose ici qu’il existe L C [1,p] de cardinal ¢ € [1,p — 1] telle que U Ajl =L
jeL
En appliquant notamment ’hypothese J(({), montrer qu’il existe un SRD pour Ay, ..., A,.

Pour simplifier les notations, quitte a renuméroter les parties Ay, ..., Ay, on suppose L = [p+1—{,pl.

P
On a donc U Ax| =L
k=p+1-¢

» Les { parties Apy 1y, ..., Ap vérifient a fortiori la condition de Hall. D’apres H({), on peut donc
trouver un SRD (Xp41—¢, ..., Xp) pour ces parties.
P
Par inclusion et égalité des cardinaux, on a donc U Ay ={Xpi1—ty- -y Xp)
j=p+1—(
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P
» Pour tout k € [1,p — ], on définit maintenant By = Ay \ U A;.
j=p+1-L
Montrons que By, ..., B,_¢ vérifient la condition de Hall. Soit K C [1,p —{]. Ona

UBk:<UAk>\ ij Al = U A LPJ A

keK keK j=p+1—L keKulp+1-£] j=p+1—¢

D’apres la condition de Hall, U Ay possede au moins |K| + £ éléments.
keKUIp+1—¢]

P
Par hypothese, I'union U Aj possede exactement € éléments.
j=p+1-L
On en déduit que U By possede au moins |K| éléments, ce qui conclut.
keK
» Puisque By,...,B,_¢ vérifient la condition de Hall, on peut trouver d’apres H(p — €) un SRD
(X1, ...y Xp_¢) pour ces parties.

P

Par construction, aucun de ces éléments n’appartient a U A;, donc ils sont tous distincts des
j=p+1-L

éléments Xp 1 gy ...y Xp.

Cela montre que (x1,...,%p) est un SRD pour Aq,..., A,.

13. Conclure la démonstration par récurrence.

Il reste a traiter le cas oit, pour toute partie K C [1,p] différente de @ et de [1,p], on a l'inégalité stricte

U A
keK
En particulier, Ay, est non vide : on choisit une fois pour toutes un élément x, € A,.

On vérifie alors facilement que les parties By = Ay \{xp},...,Bp—1 = Ap_1 \ {xp} vérifient la condition
de Hall.
D’apres H(p — 1), on peut donc trouver un SRD (x1,...,Xp_1) pour By,...,By_1.

> K.

Aucun de ces éléments n’est x;,, ce qui montre que (X1, ...,Xp_1,Xp) est un SRD pour By,...,Bp_1, A
et donc a fortiori pour Ay, ..., A,.

Partie IV. Théoréeme de Birkhoff-von Neumann (1946).

On note A I’ensemble des familles (As)qcs,, de réels positifs tels que Z A¢ = 1. On définit alors

o€
'enveloppe convexe de I’ensemble des matrices de permutation

enz{z Ao Ps

0EXn

(Ac)oes, € /\} .

Le but principal de cette partie est de montrer le théoreme de Birkhoff-von Neumann : By, = Cy,.

14. Montrer C,, C B,,.

11 est tout d’abord clair que Vo € L,,P; € By

Soit A € Cn. On peut donc trouver une famille (Ag)gcs, de réels positifs tels que Z A¢ = 1et
ocln
A= Z Ao Py. On a alors

0€Xn
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» pour tous i,j € [1,n], [Aly; = Z Ao [Poliy > 0;

oEX
» Au= Z Ao Pou = Z AcU=1u;
0EXn o€
» en appliquant le point précédent o AT = Z Ao Pl = Z Ao Py! € Cp, on obtient ATu = u.

0EIn 0EIn
Cela montre que A € B,.

15. Soit M € M, (R). On suppose que M > 0 et qu’il existe s € R tel que Mu = M'u = su.
En utilisant le théoreme des mariages de Hall, montrer qu’il existe 0 € L, et u € R} tels que

M — 1Py > 0.

Notons que la condition Mu = MTu = su signifie que la somme des éléments de chaque ligne et de
chaque colonne de M vaut s.

» Pour tout £ € [1,m], on considere l'ensemble

A¢={k € [1,n][[M]i, # 0} ={k € [1,n] | Ml > 0} C [1,n].

Montrons que Ay, ..., Ay vérifient la condition de Hall.
Soit L C [1,n]. Notons T = | | A.
telL

D’un coté, on a

S M=) > Mig (car Mg = 0sik ¢ Tet€ € L)

el keT el k=1

:ZS

teL
=s|L|.

De l'autre,

Z Z[M]k,e = Z Z[M]k,e

feL keT keT Lel

<) iﬂvﬂk,z (car M > 0)

keT =1

<Zs

kET
=s|T].
Onadonc s |T| > s |L|. Comme s > 0, on en déduit |T| > |L|.
» Le théoréme des mariages de Hall entraine alors I'existence d’un SRD

o(1)e Aq,...,0(n) € A,

tel que VU € [1,n], Ml ¢ > 0. Le fait qu’il s’agisse d'un SRD se traduit en l'injectivité de o et
donc en 'appartenance o € L.
» Sil'on pose maintenant = min (Mlg(1).1, - . ., Mlgm)n) > 0, on a bien

= [U,Tl]], 18 < [M]U(g) -
~—

)

=1 [Polo(e),e

Puisque les autres coefficients de 1Py sont nuls et que M > 0, on en déduit M — uPs > 0, ce qui
conclut.
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16. Conclure la démonstration du théoréme de Birkhoff-von Neumann.

Soit A € By,
» Parmi toutes les matrices de la forme M = A — Z wo Py, 0t (Wo)oesx, est une famille de réels
ocln
positifs tels que M > 0, on en consideére une, notée My, qui possede un nombre minimal de coefficients

non nuls.
Montrons que My = 0.

Supposons par 'absurde que My # O : tous les coefficients de cette matrice sont donc > 0, et au
moins 'un d’entre eux est strictement positif.

Remarquons maintenant que

et que, de méme, Mgu = (1 — Z pg> u.

0Eln

Notons s = 1— Z Wo, qui est donc la somme des éléments d’une ligne ou d une colonne quelconque
0EXn

dehda

Vu I'hypothese sur les coefficients de My, on a s > 0.

La question précédente permet alors de trouver w > 0 et o tel que Mg — uPs > 0.
Cela signifie que, pour tout £ € [1,n], Mols(g)¢ = 1 > 0.

Sil'on prend €y € [1,n] tel que

n
Molo(s),¢ = min[Molo(e,e

et que I'on note w' ce minimum, la différence M’ = My — ' P, reste positive, mais posséde au moins
un coefficient nul de plus que My, a savoir [M,]O-(go)’go = 0.
Cela contredit la définition de My et fournit une contradiction. On a donc montré My = 0.

» La premiere étape du raisonnement montre donc I'existence d'une famille de réels positifs (ls)oez,
telle que A = Z Uy Po.

o€
En considérant la somme des éléments de A apparaissant sur une ligne ou une colonne, on obtient

Z W = 1, ce qui conclut la démonstration du théoréme de Birkhoff-von Neumann.
0EXn
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