Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) 16 avril 2022

Huitieme composition de mathématiques

Durée : 4 heures.
Sauf mention explicite du contraire, tout doit toujours étre parfaitement justifié.

La présentation de la copie est prise en compte dans I'évaluation.
» Ne composez pas sur la premiére page, ce qui me permettra d’écrire mes commentaires.
» Merci ou de souligner vos résultats.
» Numérotez vos copies doubles, et rendez-les dans I'ordre.

Les documents, calculatrices, etc. sont interdits.

Exercice.

Les deux questions sont indépendantes.

h
1. Montrer que la fonction x X e prolonge par continuité en une fonction f : R — R, et
X
donner un DIL4(0) de In of.
1

2. Donner un DL4(0) de x —m ———.
ch(sinx)
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Probléme. Théorémes de Schur et de Burnside.

William Burnside Issai Schur Maryam Mirzakhani

v

Dans tout le probleme, n est un élément de N* et K un corps.

v

Bases canoniques.
e On notera (ey,..., e,) la base canonique de K".
e Sii,j € [1,n], on note ES;) € M, (K) la matrice élémentaire de M, (K) dont le seul élément

non nul est un 1, en position (i,j). S’il n'y a pas d’ambiguité, on pourra la noter plus
brievement Ej ;.

v

On rappelle qu'une sous-algebre de My (K) est une partie A C My (K) qui est a la fois un sous-
espace vectoriel du K-espace vectoriel M, (K) et un sous-anneau de I'anneau M,, (K).

Etant donné un K-espace vectoriel E, son dual est E* = Z(E, K).

v

» On note simplement T, (K) la sous-algebre de M, (K) des matrices triangulaires supérieures.

Partie I. Préliminaires.

On regroupe dans cette partie des éléments utiles dans les deux parties suivantes.

Quelques sous-algebres de M, (K)
1. Montrer que si A est une partie de M, (K) stable par multiplication et contenant I,,, alors Vect(A)
est une sous-algebre de M;, (K).

2. Donner les dimensions des sous-algebres Dy (K) et T,,(K), en rappelant rapidement une dé-
monstration de ce que vous affirmez.

3. Soitq € [1,n—1].
Soit Py I'ensemble des matrices M € M, (K) telles que V(i,j) € [q + 1,n] x [1, q], [M]i; = 0.

(a) Montrer qu’il s’agit d"une sous-algebre de My, (K).
(b) Calculer dimPy.

4. Soit A C M, (K) une sous-algebre de My, (K). Montrer que 1'ensemble AT = {MT ’ M e A} est
une sous-algebre de M,, (K).

Matrices de rang un

5. Montrer qu'une matrice M € M, (K) est de rang 1 si et seulement s'il existe x,y € K" non nuls
tels que M = xy".
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Orthogonalité

n
Pour tous x,y € K", on définit (xJy) = Z xiyi € K.
i=1

Etant donné une partie X de K", on note X+ = {y e K"|Vx € X, (xly) = 0}
K'— K

y = (xly).

Enfin, on dit que deux sous-espaces vectoriels V et W de K™ sont orthogonaux si

Pour tout x € K™, on note ¢y : {

Vx € V,Vy € W, (xly) = 0.

6. Soit x € K. Montrer que ¢y est une application linéaire.
7. Déterminer {Ogn }- et (K™)* .

8. Soit V un sous-espace vectoriel de K"™. Montrer que V-, est un sous-espace vectoriel de K™

10.

. Soit V un sous-espace vectoriel de K" et @ : {

K'"— V*
x = ((Px)\v .
(a) Montrer que @ est une application linéaire.
(b) Montrer ker ® = V+.
(c) Montrer que @ est surjective.
(d) En déduire que dim Vi =n—dimV.
Soit V, W deux sous-espaces vectoriels de K" orthogonaux.
Déduire de ce qui précéde que dimV + dim W < n.

Partie II. Théoréme de Schur (1905).

>

>

11.
12.

13.

Dans toute cette partie, on appelle espace de Schur d’ordre n tout sous-espace vectoriel S C Ty, (K)
tel que VM, N € 5, MN = NM.

On note s, € N la dimension maximale d'un espace de Schur d’ordre n. Le but de cette partie
est de calculer sy, ce qui constitue un résultat dii a Issai Schur (1875-1941). On suit une démons-
tration de 1998, due a Maryam Mirzakhani (1977-2017, médaillée Fields en 2014).

nn+1)

2
Dans toute cette question, qui constitue le cceur de la démonstration, on fixe S, un espace de
Schur d’ordre n + 1. On définit alors

Déterminer s et s; et montrer que sin > 2, alorsn < s, < —1.

H=snvect (BB, LERY), Vi=snvect (BN ERT, B )
Tn (K Tn(K
et I'application (clairement linéaire) O : { né\]/[( ) : ([M]-ﬁ)( )
L/ 1<ij<n”

(a) Montrer que I'image directe Q[S] est un espace de Schur d’ordre n.
(b) En déduire que dimV > dim S — s;,.

(©

(d) Montrer que VM € H,VN € V,MN = 0.

(e) Déduire de ce qui précede que 2 (sp41 —sn) <N+ 1.

Montrer que dimH > dim S — s,,.

Montrer que pour toutn > 1, spn41 < n+n+let Son < n?+1.
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14. A laide de S = Vect <{12n} U {Efjn) (1,j) e Iyn] x [n+1,2n] }) , montrer que Sy, = n?+1.

15. Montrer que sy 1 = n4+n+l.
16. Soitn > 1 et S un espace de Schur d’ordre n et de dimension sy,.
Montrer que S est une sous-algebre de M, (K).

Partie III. Théoréme de Burnside (1905).

Cette partie est indépendante de la partie 11.

On définit des notions relatives a une sous-algebre A de M, (K).

» Un sous-espace vectoriel V de K" est dit stable sous A si YM € A,Vx € V,Mx € V.

» On dit que A est irréductible si les seuls sous-espaces vectoriels stables sous A sont {Ogn} et K™.

17. Soitn > 2. On rappelle qu’on a défini a la question [ une sous-algebre Py de M, (K), pour tout
entier q € [1,n —1].

(a) Montrer que Py n’est pas irréductible.

(b) Soit A une sous-algebre de My, (K) non irréductible.
Montrer qu’il existe q € [1,n — 1] et Q € GL,(K) telle que

{Q*‘MQ ] M e A} C P,

18. Montrer que si V C K™ est un sous-espace vectoriel stable sous A, alors V- est stable sous AT.
19. Montrer que si A est irréductible, alors AT aussi.

20. Montrer que A est irréductible si et seulement si
Vx € K"\ {0, vy e K", IM € A : Mx = y.

21. Supposons A irréductible.

(a) Montrer que si A contient une matrice My de rang 1, toutes les matrices de rang 1 de M, (K)
s’écrivent sous la forme UMV, avec U,V € A.

(b) En déduire que si A contient une matrice de rang 1, alors A = M, (K).

Dans la suite du probleme, K = C et on considere une sous-algebre irréductible A de M, (C).
On va montrer que A = M,,(C), ce qui est un théoreme dt a William Burnside (1852-1927).

» On admet que si E est un espace vectoriel de dimension finie non trivial sur le corps des com-
plexes et que u € .Z(E), alors il existe A € K tel que u — Aidg ne soit pas un automorphisme.

22. (a) Montrer quesi T € A vérifierg T > 2, on peut trouver S € A et A € C tels que
1 <rg((TS—AL)T) <rgT.

(b) En déduire que la seule sous-algebre irréductible de M (C) est M, (C) elle-méme.
23. Montrer que le théoréme de Burnside est faux si I’on remplace C par R.
24. Application. Soit A une sous-algebre de M,,(C). Montrer dim A € [1, n?—n+1]u{n?.
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