Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) TD 25

Fractions rationnelles

Généralités

Autocorrection A 4
Déterminer les F € C(X) telles que F(X + 1) = F(X).

Autocorrection B : v
Montrer qu'il n’existe pas de fraction rationnelle F € C(X) telle que F* = X
Exercice 1

XZ

Déterminer les R € C(X) tel que R? = KT X+ 2

Exercice 2 %4

CX) = ZU{+oo}

1. Soit z € C. Montrer que p, : — 1, (P) — 1 (Q)
z - Mz

est une application bien définie.

Q
1
2. Montrer qu’il n’existe pas de fraction rationnelle F € C(X) telle que F' = X
Exercice 3 ]
Déterminer les R € C(X) tels que R’ = ONE
Exercice 4 . v
X
Soit R € R(X) non constante telle que R (sz) € R[X]. Montrer que 1 est un pole de R.
Exercice 5° 4

SiR € C(X), on note Pg C C I'ensemble des poles de R. On définit également I'image de R :

imR ={R(x)|x € C\ PRr}.
Quelles sont les parties de C qui sont des images de fractions rationnelles ?

Exercice 6.

F™(0
Soit F € R(X) une fraction rationnelle dont 0 n’est pas un podle. Montrer que la suite < n( )>
neN

vérifie une certaine relation de récurrence linéaire (non triviale) a coefficients constants.



Décomposition en éléments simples

Qq

Autocorrection C

1
Soit A = X?+1et B = (X—1)% Décomposer la fraction rationnelle N éléments simples dans R[X]

et en déduire une relation de Bézout entre A et B.

Autocorrection D v
Décomposer en éléments simples (sur C et sur R) les fractions rationnelles suivantes.
L X410 1 , X +1 L X3 -1
(1) X2+X+1 7 (111) (X2—1)(X+1)2, (V) X4—] ; (Vll) (X_2)2’
. 1 L 7X2 44X —4 LO3X—1 . 4
W xre—x’ ™ - " exsyp Vi) ey
(0 XE+X+1 @)$&+x?+m@—X—3
XB+X2+X+17 X+ 1)(X2+1)2
Exercice 7 v
341
1. Donner un DL;(0) de x — XZ + .
x*+1
2. En déduire la décomposition en éléments simples de ﬂ
‘ p p X321+ 1)
Exercice 8 %

Soit n > 2. Déterminer les décompositions en éléments simples sur R des fractions rationnelles sui-
vantes :

O XX+ 1 .
S i) X = X—m)’
.. X .
(ii) m} (iv) m
Exercice 9 %

Soit n > 2. Déterminer les décompositions en éléments simples sur C des fractions rationnelles sui-
vantes :

X Ly XM =1
(@) Xn_1’ (ii) Xn11’
L mXY : 1
(ii) (Xn—1> ; (iv) X0 1)

Exercice 10.

] !/
Déterminer la décomposition en éléments simples dans C[X] de <X“—1) , puis celle de o1

Exercice 11. v
Soit n > 1. Montrer qu’il existe un unique polynéme T,, € R[X] tel que V0 € R, T, (cos0) = cos(no),

et décomposer T en éléments simples.
n



Applications

Autocorrection E. 4

n n
Simplifier les expressions des suites (Z kk1+1)> <Z kT 1 ot 2)> .

Exercice 12.

A k+3 A k
Déterminer les limites des suites (Z Gl + 2k> et (Z k4—|—k2+1) .
k=1 neN k=0 neN

Exercice 13 4

/
1. En décomposant en éléments simples de ik déterminer tous les P € C[X] tels que P’ | P.

2. Que se passe-t-il sur R?
Exercice 14"
Notons D = {R’|R € C(X)}.

1. Pour tout z € C, on appelle résidu de F en z, et on note rés, (F), le coefficient devant 1’élément

dans la décomposition en éléments simples de F.

Montrer que D = {F € C(X) |Vz € C,rés,(F) = 0}.
2. Montrer que {R’|R € R(X)} =R(X) N D.

simple X

Exercice 15 1%
Soit n > 2 et P € C[X] un polynéme dont les racines xj, ..., X, sont simples et non nulles. En effec-
tuant les décompositions en éléments simples de fractions rationnelles bien choisies, montrer
n n n
1 .. 1 1 "(xx)
=0; =— ; — =0.
U ey 2 Py~ P 2 i
k=1 k=1 k=1
Exercice 16 1

Soit P € C[X] unitaire de degre n>1.0nnoteQ=XX—-1)---(X—mn).

2 (s

2. En déduire Z(—1 ik <“> P(k) = nl.

k
k=0

1. Montrer —

!
3. En déduire max {|P(k)| |k € [0,n]} > ;—n

Exercice 17
Soit P € R[X] simplement scindé.

Onnote a; < ay < --- < a, ses racines et by < --- < b,,_1 les racines de P’.
/

. P .
1. En décomposant en éléments simples 7 de deux facons différentes, montrer

n—I1
Vie [U,Tl]],nn(ai—bj) = H (ai — ay).

j=1 kel[ln]
k#L
o Qi1 — Q4 Qi1 —a
2. En déduire Vi ¢ [[1,n—1]],ai+L<bi<ai+1* o :
n n



Exercice 18" 7. 9

1. Soit A une K-algebre (on identifie K a la droite vectorielle Vect(14) C A) et a € A.

Montrer que le morphisme d’évaluation év, : K[X] — A s’étend a K(X) si et seulement si a est
transcendant sur K.

2. Soit L/C une extension de dimension au plus dénombrable (c’est-a-dire telle qu’il existe une
suite (xn)nen d’éléments de L pour laquelle Vectc (xn)nen = L). Montrer L = C.

Mélange

Exercice 19"
Soit P € R[X] de degré n. Montrer les assertions suivantes.

1. Si P est scindé, alors Vk € N*,Vx € R, P (%) PR () < PM (x)2.
2. P est simplement scindé si et seulement si Yk € N*,¥x € R, P (x) pltl) (x) < P (x)2.

Exercice 20" Q

1. Montrer que O = {F € K(X)|degF < 0} est une sous-algebre de K(X).

2. Déterminer les idéaux de O .

Exercice 217" (Théoréme d’Ostrowski pour les corps de fonctions)
Une valeur absolue sur un corps F est une application |-| : F — Ry telle que:

» VxeFIx=0&x=0;
» Vx,y € F, (Ixyl = x| [yl et [x+yl <Ix|+yl).
Elle est dite triviale si Vx € F*, x| = 1.

Deux valeurs absolues ||; et ||, sont dites équivalentes si Jo« > 0 : Vx € F, x|, = [xI{"

1. Construire, pour tout polynéme irréductible unitaire P € K[X], une valeur absolue non tri-
viale |-|,, sur le corps F = K(X). On montrera en outre :

» que ces valeurs absolues vérifient 1'inégalité ultramétrique ¥x,y € K(X), [x + y| < max ( x|yl ) ;

» que si P et Q sont deux polyndmes irréductibles unitaires différents, les valeurs absolues
correspondantes ne sont pas équivalentes.

2. Construire une valeur absolue || sur K(X) telle que tout polyndme non constant P vérifie
Pl > 1.

3. Montrer que toute valeur absolue |-| non triviale sur K(X) vérifiant la condition supplémentaire
Vx € K*, [x| = 1 est équivalente a I'un des exemples précédemment construits.

4. Montrer que si K est un corps fini, la condition supplémentaire énoncée dans la question pré-
cédente est inutile.

5. Montrer qu’en revanche, si K = QQ, on ne peut pas se passer de la condition supplémentaire.



