Lycée Henri-IV (PCSI) 23 septembre 2023

Premiére composition de mathématiques [corrigé]

Exercice.

On note, pour tout entier n € N*,
1
T, = Tl(—12+22—32+---+ (—1)“n2>.

1. Recopier sur votre copie et compléter (sans démonstration, mais sans erreur) le tableau des
premieres valeurs de la suite (T )nen+-

3

n 1

Tn || —1 -2

N W | N
YN, NN
[NSTERNE e

2. Soitn € N*. Exprimer (n + 1) Tn4; en fonction de n Ty,

OnanTy,=—-1>422—-3"4+... 4 (=1)"n?, donc

MA+NThg=—124+22 -3+ + (=" N2+ ()" + 1P =nTn + (=)™ (n+1)2

3. Conjecturer une expression simple pour la suite (Ty )nen+, et la montrer par récurrence.

an+1

Pour tout n € N*, on note P(n) l'assertion T,, = (—1) 2

Montrons ¥Yn € N*,P(n) par récurrence.

T4

Initialisation. Ona (—1) > = —1=Ty,dou P(1).
Hérédité. Soit n € N* tel que P(n). Montrons P(n+1). Ona
M+ 1)Thy =nTn+ (=)™ (n+1)? (ques. préc.)
=n (=" “T“ + (=" (n+1)? (d’aprés P(n))

ce qui montre P(n + 1) et clot la récurrence.
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Probléme. Une équation fonctionnelle.

Le but de ce probleme est de déterminer toutes les fonctions f : R — R telles que

vx,y € R, f(f(x) f(y)) + f(x +y) = f(xy). (<)

Partie I. Préliminaires sur les fonctions injectives.
Une fonction h : R — R est dite injective si elle vérifie 1’assertion
Yu,v € R,h(u) =h(v) = u=v.
1. Soit h: R — R une fonction. Fcrire avec des quantificateurs I’assertion « h n’est pas injective. »
En passant a la négation, on obtient I’assertion

Ju,v € R:h(u) =h(v)etu#v.

2. Donner (avec démonstration), un exemple de fonction h : R — R qui n’est pas injective.

Considérons la fonction constante h : x — 0.
Les réels uw = 0 et v = 1 vérifient bien h(u) = h(v) = 0 et u # v, donc h n'est pas injective.

3. Soit f, g : R — R deux fonctions injectives. Montrer que g o f est injective.
Soit u,v € R tels que (g o f)(u) = (g o f)(v), c’est-a-dire g(f(u)) = g(f(v)).

» Par injectivité de g (appliquée aux réels f(u) et f(v)), on obtient f(u) = f(v).
» Par injectivité de f (appliquée aux réels w et v), on obtient u = v.

Partie II. Premier contact.

Dans toute cette partie, on consideére une fonction f vérifiant .

4. Montrer que le nombre z = f (0)? est un zéro de la fonction f, c’est-a-dire que f(z) = 0.

En appliquant (<)) aux réels x =y = 0, on obtient

f(£(0)%) +£(0) = f(0)  Clest-a-dire  f(z) =0.

5. Montrer que si f(0) = 0, alors f est la fonction nulle, c’est-a-dire que Vt € R, f(t) = 0.
Supposons f(0) = 0. Soit t € R.
En appliquant (<)) aux réels x = t et y = 0, on obtient

=~
f(f(t) £(0)) +f(t) = f(0) c'est-a-dire  f(t) = 0.
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6. Montrer que la fonction opposée —f vérifie également .

Notons g = —f. Soit x,y € R. Ona

—

(—f(x)) (—f(y))) — f(x +y)
f(x) fly)) — f(x +y)
xy) (d'apres (<))

g(g(x) g(y)) + glx +y) = —f

ce qui montre que g vérifie ().

Partie III. Quelques solutions.
Pour tout couple (a,b) € R?, on note fq,p la fonction x — ax +b.

7. Soitx,y € Ret (a,b) € R% Calculer fop (fob(x) fap(y)) + fap(x +y) — fap(xy).

On a (en notant ¢ = oy, pour simplifier I'écriture, comme suggéré dans I'énoncé) :

() (y) (ax +b)(ay +b) = a’xy + abx + aby + b?
donc @ (@(x) @(y)) = a®>xy + a’bx+a’by + (ab* +b)
et ( y)=ax+ay+b
et @(xy) =axy+b.

En rassemblant les termes,

e(e(x) oY) + o(x+y) —o(xy) = (a’ —a)xy + (a’b + a) x + (a’b+ a) y + (ab* +b).

8. En déduire tous les couples (a,b) € R? tels que fq, vérifie ().

On procede par analyse et synthese.
Analyse. Soit (a,b) € R? tels que f, 1, vérifie ().
D’apres le calcul de la question précédente, on a

Vx,y €R, (a® —a)xy + (a’b+a)x + (a’b +a)y + (ab® + b) = 0. (D)

En appliquant (&) a x = y = 0, il vient ab® + b = 0, c’est-a-dire (ab + 1)b = 0, c’est-a-dire
ab+1=00oub = 0. On distingue deux cas.

Premier cas: b = 0. La relation () se réécrit alors
vx,y € R, (a —a)xy+ax+ay—0

En l'appliqguant a x =0 ety = 1, on obtient a = 0.
Dans ce cas, on a donc (a,b) = (0,0).

Deuxiéme cas: ab + 1 = 0. La relation (A) se réécrit alors
vx,y € R, (a —a)xy—O

En l'appliquant a x =y = 1, on obtient a*> — a = 0, c’est-a-dire (a — 1)a(a+1) =0.llya
donc a priori trois cas :

» a =1, auquel cas la relation ab + 1 = 0 entraineb = —1;

» a =0, qui est en fait exclu par la relation ab +1=0;
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» a = —1, auquel cas la relation ab + 1 = 0 entraine b = 1.

Dans ce cas, on a donc (a,b) = (1,—1) ou (a,b) = (—1,1).

Tout couple (a,b) tel que ¢ qp vérifie doit donc étre égal a (1,—1), (0,0), ou (—1,1).

Synthese. Un calcul direct montre que si (a,b) vaut I'un des trois couples précédents, alors on a

a® —a = a’b+ a = ab® + b = 0. La formule obtenue i la question précédente montre que dans

ce cas, fqp vérifie bel et bien (=J).
In fine, il y a trois couples (a, b) tels que fq, vérifie §<I), a savoir (1,—1), (0,0), ou (—1,1).

Partie IV. Le choc de simplification.
Dans toute cette partie, on considere une fonction f vérifiant et f(0) > 0.

9. Soit x € R. Montrer I’'équivalencex #1 & 3y e R:x +y = xy.

On procede par double implication.
Sens direct. Supposons x # 1. Montrons 3y € R: x +y = xy.

. X
Candidat : y = 1
» Onabieny € R.
X2 —x+x x
x—1 x—1  x—1 ¥
Sens réciproque. On procéde par contraposée, en montrant x =1 = Vy € Ryx +y # xy.
Supposons x = 1. Soit y € R.

Onax+y=1+y#y =xy, ce qui conclut.

» Onax+y=x+

10. Montrer Vx € R\ {1}, f(x) # 0.
Soit x € R\ {1}. En utilisant la question précedente, on peut trouver y € R tel que x +y = xy.
En appliquant §<) a x et y, on obtient
f(f(x) f(y)) + f(x +y) = f(xy) Cest-a-dire  f(f(x) f(y)) = 0.
Si f(x) était nul, cette égalité donnerait (0) = 0, ce qui est exclu par I’hypotheése £(0) > 0.
On a donc f(x) # 0, ce qui conclut.
11. En déduire f(1) =0et f(0) = 1.

La question montre que f(z) = 0, oi l'on rappelle que z = £(0)*.
La question précédente montre que I'on ne peut pas avoir z € R\ {1}. Autrement dit,onaz = 1.

L’égalité f(z) = O donne alors immédiatement f(1) = 0, alors que la définition de z montre f (02 =1.
Comme on a supposé £(0) > 0, on en déduit £(0) = 1.

12. Montrer Vx € R, f(x + 1) = f(x) — 1.
Soit x € R. En appliquant §<I) a x et 1, on obtient

f(f(x) f(1)) +f(x + 1) = f(x) c'est-a-dire  f(x+1) =f(x) —1.
—£(0)=1

13. Déterminer la valeur de f(n) pour tout entier relatif n.

Commengons par montrer Vx € R,Vk € N, f(x + k) = f(x) — k.
Soit x € R. Pour tout k € N, on note P(k) l'assertion f(x + k) = f(x) — k.
Montrons Yk € N, P(k) par récurrence.
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Initialisation. L’assertion P(0) est I'égalité évidente f(x) = f(x).
Hérédité. Soit k € N tel que P(k). Montrons P(k+1). Ona

flx+k+1)=Ff(x+k)—1 (d’apres la question précédente)
=f(x) —k—1 (d’apres P(k))
= f(x) — (k+1),

ce qui montre P(k + 1) et clot la récurrence.

Soit maintenant n. € 7. On distingue deux cas.

Premier cas. Sin > 0, en appliquant I'assertion que I'on vient de montrer a x = 0 et k = n, on obtient
fn) =f(0)—m=1—mn.

Deuxiéme cas. Sin < 0, en appliquant 'assertion que I'on vient de montrer a x = net k = —n, on
obtient 1 = f(0) = f(n) — (—n), c’est-a-dire f(n) = 1 —n.

Dans tous les cas, on a donc f(n) =1 —n.

Partie V. Conclusion dans le cas injectif.
Dans toute cette partie, on considére une fonction f vérifiant (<) et £(0) > 0.

14. Montrer Vx € R, f(f(x)) = 1 — f(x) et en déduire Vx € R, f(f(f(x))) = f(x).
Soit x € R. En appliquant axety =0, on obtient
f(f(x) £(0)) + f(x) =f(0)  Clest-a-dire  f(f(x)) =1—f(x).
g
On a donc montré Vx € R, f(f(x)) =1 — f(x).

Soit x € R. En appliquant la V-assertion que I'on vient de montrer a f(x), puis a x, on obtient

f(f(f(x))) =1—1(f(x)) =1— (1 —f(x)) = f(x).

15. Montrer que si f est une fonction injective, alors Vx € R, f(x) =1 —x.
Supposons f injective. Soit x € R.
La question précédente montre (f(f(x))) = f(x).
En appliquant l'injectivité de f aux réels f(f(x)) et x, on obtient f(f(x)) = x.
On aainsi 1 — f(x) = f(f(x)) = x, ce qui montre f(x) =1 —x.

Partie VI. Une démonstration d’injectivité.

Dans cette partie, on dira qu’un couple (s,p) € R? est réalisable s'il existe (x,y) € R* tel que s = x +y
et p = xy. On note Z I'ensemble des couples réalisables.

En symboles, on a donc Z = {(x+y,xy) X,y € R}.

16. Montrer que Z # R,

Rédaction rapide. Montrons (0,1) & %, ce qui conclura.
Supposons par 'absurde (0,1) € %. On peut donc trouver x,y € R telsquex +y =0et xy = 1.

Or, commex +y =0, 0nxy = —x2. La relation xy = 1 donne donc x* = —1, ce qui est absurde.
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17.

18.

19.

Rédaction ambitieuse. Le cours dit que pour tout couple (s,p) € R?, il existe un couple (z1,z,) € C*
tel que les seuls couples (x,y) € C? vérifiant x +y = s et xy = p sont (z1,23) et (z2,21).
En outre, on sait que z; et z; sont « les » solutions de I'équation z* — sz + p = 0 (en se rappelant
qu’il peut n’y avoir qu’une seule solution, que I’'on considere comme double).

In fine, on voit que le couple (s, p) est réalisable si et seulement si les solutions de z* — sz +p = 0
sont réelles, c’est-a-dire si et seulement si le discriminant s> — 4p est = 0.

On vérifie alors facilement que (0,1) & Z%.

Ecrire avec des quantificateurs 1’assertion : « pour tout (u,v) € R?, le couple (u+n+1,v+n)
est réalisable des que n € N est un entier suffisamment grand. »

Viu,v) eRZIN eN:Vn =N, (u+n+1,v+n) € Z.

Démontrer I’assertion de la question précédente.

Soit (u,v) € R%.
Pourn € N, on sait que (w+n+1,v+mn) est réalisable si et seulement si (w+n+1 )2 —4(v+n) > 0.
Or, apres calcul,

(u+n+1P2—4v+n)=n?+Q2u—-2)n+ (u+1)2%—4v.
—— ~—_———
=B =y
Or, la fonction q : x — x* + Px + v est positive sur une certaine demi-droite [p, +ool. En effet,

» si I"équation q(x) = O a des solutions réelles, on peut considérer la plus grande Tmax et 'on a
VX = Tmax, q(x) = 0, donc p = Tmax convient ;

» si l'équation q(x) = 0 n’a pas de solutions réelles, on a alors Vx € R, q(x) > 0 et p = 0 convient
(par exemple).

En fixant un entier naturel N > p, on a donc en particulier Yn. > N, q(n) > 0, ce qui montre
Ym>N,(u+n+1,v+n) € Z,
et conclut.

En déduire que toute fonction f vérifiant (>j) et f(0) > 0 est injective.

Soit f une fonction vérifiant (i) et £(0) > 0.

Soit u,v € R tels que f(u) = f(v).

D’apres la question précédente, on peut trouver N € N tel que vn > N, (u+n+1,v+n) € Z. En
particulier, (w + N + 1,v + N) € Z : on peut donc trouver x,y € R telsquex +y =u+ N+ 1et
xy =v+N.

En appliquant ax ety, on obtient

f(f(x) f(y)) + flu+N+1) = f(v+N).

D’apres le raisonnement mené i la question onaf(u+N+1) =f(u)—1—Net f(v+N) = f(v)—N.
En utilisant le fait que f(u) = f(v), on obtient en particulier

f(f(x)f(y)) —1=0  Cest-a-dire  f(f(x)f(y)+1) =0.

La questionmontre alors que f(x) f(y) + 1 =1, c’est-a-dire f(x) f(y) = 0.

On a donc f(x) =0 ou f(y) =0.

Les réels x et y jouant des roles symétriques, on peut supposer f(x) = 0, c’est-a-dire x = 1.
Onaalorsu+N+1=x+1etv+ N =x, ce qui montre uw = v, et conclut.
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Partie VII. Conclusion générale.

20. En utilisant ce qui précede, déterminer completement les fonctions f vérifiant ().
On procede par analyse et synthese.
Analyse. Soit f une fonction vérifiant (<I). On distingue trois cas, suivant le signe de f(0).

» Sif(0) =0, la question [B|montre que f est la fonction nulle.

» Sif(0) > 0, la fonction [19)montre que f est injective.
La question [I5montre alors que f : x — 1 —x.

» Sif(0)<O0,la question@montre que g = —f vérifie encore (<)). Naturellement, on a g(0) > 0,
donc le cas précédent montre que g : x — 1 —x. Ainsi, f : x — x — 1.

Synthese. Réciproquement, on a notamment montré a la question |8 que les trois fonctions x +— 0,
x = 1 —xetx — x — 1 vérifiaient ().

In fine, il y a exactement trois fonctions vérifiant I"équation fonctionnelle <)), a savoir x — 0, x — 1—x
etx—x—1.
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