Lycée Henri-IV (PCSI) 20 octobre 2023

Deuxieme composition de mathématiques [corrigé]

Exercice 1. Un peu d’injectivité.

Dans tout l'exercice, E, F et G sont trois ensembles, et f : E — Fet g : F — G sont deux applications.

1. Montrer que si f et g sont injectives, alors g o f est injective.

C’est une question de cours.

Supposons f et g injectives.

Soit x1,x; € E tels que (g o f)(x1) = (g o T)(x2). Autrement dit, g(f(x1)) = g(f(x2)).
Par injectivité de g, on en déduit f(x;) = f(xz).

Par injectivité de f, on en déduit x1 = x2, ce qui conclut.

2. Montrer que si g o f est injective, alors f est injective.

C’est une question de cours.

Supposons g o f injective.

Soit x1,x € E tels que f(x1) = f(x2).

En appliquant g, on obtient g(f(x1)) = g(f(x2)), c’est-a-dire (g o f)(x1) = (g o f)(x2).
Par injectivité de g o f, on en déduit x = x2, ce qui conclut.

3. Montrer que si g o f est injective et que f est surjective, alors g est injective.

Supposons g o f injective et f surjective.

Soit yi1,yz € Ftels que g(y1) = g(y2).

Par surjectivité de f, on peut trouver x1,x; € E tels que yi = f(x1) et yp = f(x2).
On adonc g(f(x1)) = g(f(x2)), c'est-a-dire (g o f)(x1) = (g o T)(x2).

Par injectivité de g o f, on en déduit x; = x;.

Ainsi, y1 = f(x1) = f(x2) = yz, ce qui conclut.

4. Les deux applications suivantes sont-elles injectives ?

(a)u:{Zﬁ Z (b)v:{Z_) Z

n—nf+n; ne—2n? +n.

(a) Onau(—T1) =u(0) =0, donc u n’est pas injective.
(b) Montrons que v est injective.
Soit ny,n, € Z tels que v(ny) = v(nz). On a donc Zn% +ng = Zn% + ny. Ainsi,

0= (Zn% +n;)— (Zn% +n;)

2 mi-n3) 4+ —ny)
H/_/
=(n1—my)(ny4+ny)

=(n; —ny) [Z(Tu +ny) + 1].

Comme I'entier 2(ny +ny) + 1 est impair, il n’est pas nul. D’apres la régle du produit nul, on en
déduit ny —ny =0, c’est-a-dire 1 = ny, ce qui conclut.
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Exercice 2. Une anthologie de calculs.

x+y=2-2i

) N ’s 2
1. Résoudre le systeme { Yy =342 d’inconnue (x,y) € C-.

Pour résoudre le systeme, introduisons I’équation auxiliaire
22— (2-2)z4 (=3+2) =0 (E)

d’inconnue z € C.
11 s’agit d’une équation du second degré, de discriminant

A=(2-21)—4(=3+2i)=12—16i =4(3 —4).

Cherchons une racine carrée de 3 — 4i (dont le module vaut 5). Pour tout (a,b) € R%, on a la chaine
d’équivalences

a?—b?=3 a? =4
(a+ib)?=3—-4i&s {a2+b25 & {b2 =1 & (a,b) = £(2,-1).
ab <0 ab<0
Ainsi, une racine carrée de 3 — 4iest 2 — i, etona A = 4(3 —4) = (4 — 21)%.
(2—2i) 4+ (4—-21)
2
In fine, les solutions du systéme somme-produit sont les couples (3 — 2i,—1) et (—1,3 — 21i).

Les solutions de (E) sont donc

, c'est-a-dire 3 — 2i et —1.

2. Soit x € R. Linéariser cos®(x) sin(x).

Ona
ix —ix\ 3 ix _ ,—ix
cos®(x) sin(x) = e *e ¢ 'e
2 21

‘-_‘/—\\

]61 (e fix> ( 13X+361X+36 1x+e 13x)
L Ax + 3612x + 3 + ein ‘
161 — 3 — 3¢ e
1

o ( i4x + Zelzx zeﬂzx efi4x)

oo\—*—*

in(4x) + % sin(2x).

2
3. Soit n € N*. Montrer que le coefficient binomial < T?) est pair.

<2n> — <2n—1> + <2n—1) (formule de Pascal)
n n n—1
(2n—1 n 2n—1 ( Strie)
=" o symétrie
2n—1
:2<n—1>’

; 154 7 . 7 . .
ce qui montre qu'il s’agit d’un entier pair.

Ona
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4. Soit 0 € 10, t[etn > 1.

1 — cos(2x)

(a) Montrer Vx € R, [sin(x)| > 3

Soitx € R.Ona

1 _c(;s(Zx) _ T— (1 —22sin2(X)) = sin’(x).

Or, pour tout u € [0, 1], on a v/u > w. En appliquant ce résultat sinz(x), on obtient

1 — cos(2x)

lsin(x)| = 1/sin?(x) > sin®(x) = 5

n
(b) Calculer Z cos(2k0).
k=1
Ona

Z cos(2k6) Z 12K8 (R-linéarité de Ré)

) (elze)n -1 )
6129.7] (car 20 €10, 27, donc e'?® £ 1)

o0 o _ p—i0
i(m+1)0 21 Sln(ne)
24 sin(0)
== Ré el(m+1)0 (R-linéarité de Ré)
sin(0)
sin(no) cos ((n+ 1)6)
N sin(0)

1

n
n
Z . : > e
(c) En déduire g Isin(k0)| > 2 25in(0)

k=1

En sommant les inégalités de la premiere question, appliquée aux différents kO, on obtient

= = 1 — cos( Zke n =
D lsin(k0)| > ) ——"— =1 Z —3 Zcos (2K0) = 5 — Z 5(2k0).
k=1 k=1 k:
Or, d’apres la deuxiéme question,
n .
Zcos(ZkG) _ sin(n@) cos ((n+ 1)8)
= sin(0)
B |sin(n6 ‘ |cos (n+1) )]
N |sin(6)|
1 s . iy
< —— 4 z z
< [sin6) (produit d'inégalités entre positifs)
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1

< o (car © € ]0, 7))
L 1
On en déduit ; cos(2k0) < et donc —= Z cos(2k0) ~2sin(@)
In fine,
— n = 1
kZ|sm(ke)| >3- ; s(2k0) ~ Tem{@)"

Probléme. Ensembles réticulés.

Partie I. Premiers exemples.

1. Pour les quatre parties suivantes, déterminer (en justifiant rapidement) si les assertions (R1),
(R2) et (R3) sont vraies.

@) A=7; (b) A = iR; ©) A=A.

(a) (R1) est vraie. Le produit de deux entiers relatifs est bien un entier relatif.
(R2) est vraie. Soit ny,n,; € Z. Ona nf € Net n% e N, donc n% + n% e N.
A fortiori, n? +n3 € Z.
(R3) est vraie. OnaZ N A ={-1,0, 1}, qui est bien un ensemble fini.
Cela montre donc que 7 est un ensemble réticulé (et N(Z) = 3).
(b) (R1) est fausse. OnaiciRetixi=—1¢iR.
(R2) est fausse. Ona 0,i € iRet 0> + 1% = —1 & iR.

(R3) est fausse. Pour tout n € N*, le nombre %i appartient a iR N A.
Comme ces nombres complexes sont tous différents, I'intersection iR N A est bien infinie.
(c) (R1) est vraie. Soit z1,zy € A. On a |z1z3| = |z1]1z2| < 1, donc z1 z; € A.
(R2) est fausse. Onalc Amais2 =12 +1> ¢ A,

(R3) est fausse. L'intersection AN A = A est infinie (elle contient par exemple I'intersection de
la question précédente).

2. Donner sans justification :
(@) un exemple d’ensemble réticulé A non vide tel que N(A) =0;
(b) un exemple d’ensemble réticulé A tel que N(A) =1;
(c) un exemple d’ensemble réticulé A tel que N(A) = 2.

(a) L'ensemble (non vide) A = 11, 4o0[ vérifie assez clairement (R1) et (R2). Par ailleurs, A N A est
vide, ce qui acheve la démonstration du fait que A est réticulé, et montre N(A) = 0.

(b) L'ensemble A = [1,+o0[ vérifie assez clairement (R1) et (R2). Par ailleurs, AN A = {1} est fini,
ce qui acheéve la démonstration du fait que A est réticulé, et montre N(A) = 1.

(c) L'ensemble A = N vérifie assez clairement (R1) et (R2). Par ailleurs, AN A = {0, 1} est fini, ce qui
acheve la démonstration du fait que A est réticulé, et montre N(A) = 2.
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. C—-C . )
3. Dans cette question, on note ¢ : { 2 s 22 la fonction « carrée ».

Soit L C C une partie de C vérifiant (R1) et (R3), et stable par somme, c’est-a-dire telle que 1’on
ait vVzy,zp € Lyz1 + 2z € L.

(a) Montrer que L est réticulé.

Puisque (R1) et (R3) sont explicitement supposés, il reste a montrer que L vérifie (R2).
Soit z1,z; € L.

Par stabilité par produit, z{ = z; 21 et 25 € L.

Par stabilité par somme, z% + z% € L, ce qui conclut.

(b) Montrer que I'image réciproque L=q '[L]est également réticulée.

(R1). Soit z;,z; € L. Ainsi, 2% et 25 sont des éléments de L.
Ona (z122)* = 2} 25 € L (par stabilité par produit de L).
Cela montre z1 z; € L.
(R2) Soit z1,z; € L.
On a 23,25 € L. Par stabilité par somme, 23 + 25 € L.
Par stabilité par produit, (z% + z%)2 € L, ce qui montre que 23 + 25 € L.

(R3). Notons ziy,...,zn les éléments de L N A. D’apres le cours, pour tout i € [1,n], le nombre
complexe z; posséde deux racines carrées &; et n; (éventuellement confondues, si z; = 0).

Remarquons que |&;| = il = v/|zi| < 1.
Montrons LN A = {&1,. .+, &My« oy Nin) par double inclusion (on note provisoirement X
I’ensemble de droite).
» Soit ( € LNA. Ona Celet|l? = ICI2 < 1,donc ? e LNA. On peut donc trouver un
indice i € [1,n] tel que =z, ce qui entraine ¢ = &; ou = n;.
Dans les deux cas, ( € X.

» Réciproquement, soit € X. On peut donc trouver i € [1,n] tel que ¢ = & ou ¢ =n;.

e Onadéja C € A, d’aprés une remarque faite plus haut.

° OnaczzziEL,doncCEE.

Cela démontre ( € LN A, et conclut.

4. Soitn > Tet A1, Ay, ..., An des ensembles réticulés.
n

Montrer que l'intersection ﬂ Ay est réticulée.
k=1

n
Notons B = ﬂ Ay.
k=1
(R1). Soit z1,z) € B. Montrons z1 zy € B, c’est-a-dire Vi € [1,n],z1 22 € A;.
Soiti € [1,n].
Comme z1,2zp € B,ona z1,z; € A;.
Comme A; vérifie (R1), on a z1 z; € Ay, ce qui conclut.
(R2). Essentiellement le méme raisonnement montre que I’assertion (R2) est vraie.

(R3). CommeB C Ay (notons que l'on utilise I'hypothésen > 1 pour parler de A1), ona BNA C A1NA,
ce qui montre que B N A est fini.
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Partie II. Quelques résultats utiles.

5. Soit A un ensemble réticulé.

(a)

(b)

Montrer que Vz € A,¥Vn € N*,z" € A.

Soit z € A.
Pour tout n € N*, on note P(n) l'assertion « z™ € A ». Montrons ¥Yn € N*,P(n) par récurrence.

Initialisation. Par hypothese, z € A, ce qui montre P(1).
Hérédité. Soit n € N* tel que P(n).
D’apres P(n), z" € A. Par hypothese, z € A.
Par stabilité par produit, 2" = 2"z € A, ce qui montre P(n 4 1) et clot la récurrence.

En déduire que A ne contient pas d’élément dont le module appartienne a 10, 1[.

Supposons par I'absurde que A contienne un élément z tel que 0 < |z| < 1.

D’apres la question précédente, la suite (2" )nen+ est a valeurs dans A.

Comme |z| € ]0,1[, la suite de modules (|z"|), oy~ est strictement décroissante et a valeurs dans
Uintervalle 10, 1[. Ainsi, les éléments de la suite (2" )nen+ sont distincts et appartiennent a A.

Cela démontre que A N A est infini, et contredit 'assertion (R3), ce qui conclut la démonstration.

6. Soit A un ensemble réticulé.

(a)

(b)

Montrer que sii € A, alors {0} U Uy C A.

Supposons i € A.

D’apreés la question |5a) les puissances i* = —1,13 = —i,i* = 1 appartiennent a A.
D’apres (R2), 0 = 17+ e A

Cela montre {0} U Uy C A.

Montrer que sij € A, alors Ug C A.

Supposons j € A.

D’apres la question |54, les puissances j* et j> = 1 appartiennent a A.
D’aprés (R2), i* + (72)% = §% +j = —1 appartient a A.

Par stabilité par produit, —j et —* appartiennent a A.

Cela montre Ug = {1,—%,j, —1,j%, —j} C A.

7. Soit A un ensemble réticulé.
(a) On définit A* = A U{0}. Montrer que Af est réticulé.

(R1). Soit 1,2, € Al
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8.

» Siz1 =0o0uz;=0,onazyz; =0.
> Sizi #0etzy #0,0naz1,z € A, doncz1zy € A, car A est stable par produit.
Dans les deux cas, z; z; € AL,
(R2). Soit z1,2z; € Al
» Sizy=0etz; =0,0naz+25=0.
» Sizy =0etzy #0,0naz 423 =23
Comme z; € A et que A est stable par produit, on a bien z5 € A.
» Le cas symétrique z1 # 0 et z; = O se traite exactement de la méme facon
» Siz1#0etzyp #0,0nazy,z; € A,doncz%—i—z% € A.
Dans tous les cas, z3 + z5 € A
(R3). L'ensemble A* N A posséde au plus un élément de plus que A N A, ce qui montre que cette
intersection est finie.
Ainsi, A? est réticulé.
(b) On définit A” = A \ {0}.

. L . . z ..
Montrer que A est réticulé si et seulement si Vz,z; € Ab, all g {—i,i}.
22

. . . z .
Sens direct, par contraposée. Supposons pouvoir trouver z1,z; € A’ tel que 2o
Z2
22
On a donc —; — 1, doncz} +25=0¢ A
z
2

Ainsi, 'ensemble A’ ne vérifie pas (R2), et il n’est donc pas réticulé.

. z .. e 1s
Sens réciproque. Supposons Vzi1,z; € A a4 & {—, i}. Montrons A réticule.
z2

(R1). Soit z1,z, € A®.
» Comme A vérifie (R1), ona z;z; € A.
» D’apres la regle du produit nul, les facteurs étant eux-mémes non nuls, on a zy z, # 0.
Ainsi, 2127 € A,
(R2). Soit 21,25 € A®.
» Comme A vérifie (R2), on a z} + 25 € A.

» Il reste a montrer z5 + z5 # 0. Supposons par l'absurde que ce n'est pas le cas.

2

o . z
On a donc z% + z% = 0, d’oit il vient (en utilisant z; # 0), <z]> = —1, et donc
2

z . . N
zJ = =1, ce qui contredit I"hypothese.
2

Ainsi, A” vérifie (R2).
(R3). L'ensemble A’ N A étant inclus dans A N A, il est fini.
Ainsi, AP est réticulé.

(a) Soitn € Z. Montrer que n est un multiple de 3 si et seulement si n? est un multiple de 3.

Sens direct. Supposons n multiple de 3. On peut donc trouver k € Z tel que n = 3k.

Ainsi n? = 9k? = 3 (3k?), donc n? est multiple de 3.
Z
€
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Sens réciproque, par I’absurde. Supposons n non multiple de 3. On a alors n = 1 (mod 3)
oun = —1 (mod 3), si bien que I'on peut trouver k € Z et v € {—1, 1} tels que n = 3k + 7.
On aalors n? = (3k +1)? = 9k? + 6kr + 1% = 3 (3k? + 2kr) +1, donc n? = 1 (mod 3).
Z
€

2

En particulier, n“ n’est pas un multiple de 3.

(b) En vous inspirant de la démonstration pour v'2, montrer que /3 est irrationnel.

Supposons par l'absurde \/3 rationnel. On peut donc trouver p € Z et q € N* premtiers entre eux
2

tels que /3 = % On en déduit 3 = % et donc p* = 3q°.
On en déduit que p* est un multiple de 3 donc, d’apres la question précédente, que p est un multiple

de 3.
On peut donc trouver k € Z tel que p = 3k. On en déduit 3q* = p* = 9k?, donc q* = 3k*.

En particulier, q* est multiple de 3. En utilisant a nouveau la question précédente, on obtient que q
est un multiple de 3.

Cela contredit I'hypothése selon laquelle p et q sont premiers entre eux, et conclut la démonstration.

Partie II1. Exemples plus sophistiqués.
Dans cette partie, on note E = {a +bj | a,b e Z}.

9. Montrer que E vérifie la condition (R1).
Soit z1,z; € E. On peut donc trouver a1, by, az, by € Z tels que z1 = ay + bij et z; = az + baj.
On a donc
2123 = aj az + (a1 by + az by)j + by by

= (a1 a; —byby) + (a1 by + a; by — by by), (car 1+j+3*=0)
EZ €7

ce qui montre z1 z; € E.
10. Etant donné a,b € Z, calculer |a + bjIz, et ’exprimer comme la somme de deux carrés.

Ona

la + bjl* = (a + bj)(a + bj)

= (a+bj)(a+ bj?)
= a’+ abj+ abj’ +b? (cari® =1)
—a’—ab+b? (car1+j+i*=0)

b\’ 3.,

(1) ()

11. Déterminer exactement E N A.

On procede par analyse et synthese.
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Analyse. Soit z € ENA. On peut trouver a,b € Z tels que z = a+bj. D’apres la question précédente,

2 2
ona <a—}2)>2+ (?b) < 1, donc (a—?)z < let (?b) < 1, donc —g < let
bl < 7 < 2. Remarquons que 'inégalité sur a équivaut a I'encadrement 5 1<a< g + 1.
Ainsi, on doit avoir b € {—1,0, 1} et

» sib :—l,ondoitavoir—g <a< %,donca:—l oua=20;
» sib =0, o0ndoitavoir —1 <a<1,donca=—-loua=0o0ua=1;

> sib:1,ondoitavoir%gagg,donca:Ooua:L

Ainsi, z € {—1—3,—,—1,0,1,3,1 +j} = Ugs U {0}.
-2

Synthese. Réciproquement, il est clair que 1,(¢ = 1 +3,j,—1,j° = —1 —j, (g = —j (tous six de
module 1) et 0 sont éléments de E N A.

In fine, ENA = Ug U{0}.
12. Déduire de ce qui précede que E est réticulé et que N(E) = 7.

La description de E montre assez directement qu’il s’agit d"un ensemble stable par somme, et la question 9
montre qu'il est stable par produit. La question précédente montre que E vérifie (R3) et que N(E) = 7.

D’apres la question [3a} on en déduit que E est réticulé.

L’ensemble E.

13. Montrer que E’ est réticulé, et déterminer N(E”).
D’apres la question |7b) il suffit de montrer Vz1,z; € E, 2—1 + +i. On aura alors N(E”) = 6.
2

, z .
Soit 21,2, € E’. Supposons par I'absurde 2o
Z2

Le but est de montrer que cela contredit l'irrationalité de /3.
On peut trouver ay, by, az, by € Z tels que z1 = a1 + bij et z; = ap + baj.
Onaalors 0 = Izzl2 = a% — arby + b%. Notons d cet entier non nul. On a

a; + byj

a; + byj

_ (a1 +bij) (a2 + byj?)
\az+sz|2

+i=

(en multipliant par a; + b2j = az + szz)
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_ (ajaz 4+ biby) + azbij + arbyj?
d
ajay +biby —ajby abr —aby.
d d

ab; —ajby V3

En passant a la partie imaginaire, on obtient £1 = 1 5

enfin

, ce qui montre a;b; —a;by # Oet

+2d
3= ——mm.
\f (12b1 — bz

Cela montre que /3 est rationnel, et contredit la question

14. Construire un ensemble réticulé F tel que N(F) = 13.

D’apres la question |3b}, 'ensemble F = E est réticulé.

La construction effectuée a cette question montre que F N A est formé des racines carrées des éléments
de Ug (chaque élément en a deux, d’oit un total de douze éléments, qui forment d’ailleurs I'ensemble Uy,
méme si cela n’est pas nécessaire ici) et de 0, unique racine carrée de 0.

Ainsi, N(F) = 13.
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L’ensemble F = E.

Partie I'V. Résultats sur les racines de I’'unité.

Dans toute cette partie, on fixe n € N*.

15. Montrer que 'ensemble U, des racines n-iémes de 'unité vérifie la condition (R1).

Soit 21,z € Up.

Ona (21 zz)n =z1zy =1,donc z1z; € Uy.
16. (a) On suppose n pair. Montrer {wz ‘ w e Un} = Uy 2-

On procede par double inclusion.
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Sens direct. Soit z € {wz ’ w e Un}. On peut donc trouver w € Uy, tel que z = w?.

On a alors 2"/ = (wz)n/2 = w™ =1, ce qui montre que z € U,, ;.
Sens réciproque. Soit z € U,, . D'apres le cours, on peut trouver w € C tel que w? =z

La condition /% = 1 se traduit en w™ = 1, ce qui montre que w € U,,.

2

On a donc trouvé w € Uy, tel que z = w*, ce qui conclut.

(b) On suppose n impair. Montrer {wz ‘ w e Un} =Un,.

Sens direct. Soit z € {wz ’ w e Un}. On peut donc trouver w € Uy, tel que z = w?.

Par la stabilité par produit montrée a la question 15|, on en déduit z € U,.

Sens réciproque. Soit z € U,,. D’apres le cours, on peut trouver w € C tel que z = w* Ona

alors w*™ = 1, ou autrement dit (u)“)2 = 1, ce qui montre w™ = £1. On distingue alors

deux cas.

2

» Stw"=1,0naw € Uy, et on a trouvé w € Uy, tel que z = w*, ce qui conclut;

» Si w" = —1, on utilise I'imparité de n. pour écrire 1 = —w™ = (—w)™. Le nombre —w
est donc un élément de U,, tel que (—w)?* = z, ce qui conclut.

Dans tous les cas, z € {wz ‘ w e IUn}, ce qui conclut la démonstration.

17. Dans toute cette question, on note

(a)

(b)

(©

H, = {w1 —i—wz‘(w],wz) € Uﬁ}

Montrer Vz € Hy, |z| < 2.

Soit z € Hy. On peut donc trouver wi,w; € Uy, tels que z = wi + wy. D’apres I'inégalité
triangulaire, on a donc

12| = w1 + wa| < Jw| + |wy| < 2.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur n pour que 0 € Hy.
On va montrer que 0 € Hy, si et seulement si n est pair.

Sens direct. Supposons 0 € Hy,. On peut donc trouver wy, w;y € Uy, tels que wy + wy = 0.
En divisant par wy (qui est non nul), on obtient 1+ % =0, c’est-d-dire —1 = % = W7 W2
(car le nombre w; étant de module 1, son inverse est églal a son conjugué). ]
Or, (@7)" = w} =1 =1, donc @y € Unp.
D’apres la question[15] on en déduit —1 = W7 w; € Uy, c'est-a-dire (—1)" = 1, ce qui montre
que m est pair.

Sens réciproque. Réciproquement, si n est pair,onal,—1 € Uy, donc0 =1+ (—1) € Hy.

Montrer que sin > 5 est impair, H,, possede un élément dont le module appartient a ]0, 1[.

Supposons n > 5 impair. On peut donc trouver m > 2 tel quen = 2m + 1.

Le nombre w = exp <i appartient alors 4 Uymy1 = Upn. Comme le dessin suivant le

2m+1
montre, il a été choisi car il s’agit de I'un des deux points de Uy, les plus proches de —1.

11/[14



Onaalors 1 + w € Hy. Mais, pour tout © € R,

COS‘.

1 i _ |,i0/2(,~6/2 | ,i8/2 ’:2
114 e° = | (e + e'%/%) 5
En particulier, 0ur6—27t7m on obtient

P PO = 1

Tm Tm
=2 =2
‘1+w‘ cos2m+]‘ COSZm—H

car "M ¢ [o, 7]

2m + 1 21

m m—1 m 1

O

)
1
S T 3" em+3 > 0, car m > 2. Il est par ailleurs clair que P <5
T ppartient en fait a l'intervalle ouvert } n E[ donc son cosinus appartient
1P 32l PP

1
(par stricte décroissance de cos) a l'intervalle } 0, 7 {

Il s’ensuit que

1+ w| =2cos €10, 1, ce qui conclut.

Tm
Ainsi
st 2m + 1

(d) Démontrer le méme résultat si n > 8 est pair.

Supposons n > 8 pair. On peut donc trouver m > 4 tel que n = 2m.

2 —1
Posons w = exp <1T[(1;n)) , qui est bien élément de Uy, = Un,.

Les mémes calculs qu’a la question précédente montrent

n(m—1)>

=2
1T+ wl Cos< >

, 1 1 e s s m
et 'encadrement 3< <3 (pour l'inégalité de gauche, constater que T3 em

2m
est bien > 0 car m > 4) montre que ce module appartient a 10, 1[.
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Partie V. Conclusion.

On admet dans cette derniere partie le résultat suivant :

18.

19.

Soit G un ensemble fini, non vide, stable par produit et inclus dans U.
Alors il existen € N* tel que G = Un,.

Soit A un ensemble réticulé. Montrer N(A) < 13.

La question [5b| montre que les éléments de A N A ont pour module 0 ou 1. Autrement dit, les éléments
non nuls de A N A sont tous éléments de U.

1l est immédiat que U est stable par produit. D’apres la question[d cela entraine que ANU est également
stable par produit (et inclus dans U).

Si AN U est vide, la remarque précédente montre que A N A est soit vide, soit réduite au singleton {0},
donc on a N(A) < 1. Dans la suite, on supposera donc A N U non vide.

Le résultat admis par I'énoncé entraine alors qu'il existe n € N tel que AN A = Uy,
On en déduit que N(A) = n + 1si 0 € A, et n sinon. Si l'on veut faire chic, N(A) = n + L pca). I
suffit donc de montrer n < 12, ce que nous allons faire par disjonction de cas.

Premier cas. Supposons n impair. On va commencer par montrer Hy, C A.
Soit z € Hy,. On peut donc trouver wy, w; € Uy, tels que z = w1 + wy.

D’apres la question on peut trouver (1, (; € Uy tels que wy = C% et wy = C%. Comme (; et
(2 sont éléments de Uy, qui est lui-méme inclus dans A, on a (1, (; € A.

Ainsi, z = (G + (& € A d’apres la propriété (R2),
En confrontant les questions[5b|et [I7¢) on en déduit alors n. < 5 (c’est-a-dire n < 3, en prenant en
compte la parité).
Deuxieéme cas. Supposons n pair. On montre de la méme facon H,, ;, C A (en utilisant la question W
plutot que[I6h). On distingue alors & nouveau deux cas.
» Sin/2est impair, la confrontation des questions bbet[I7dmontre n/2 < 3, c’est-a-dire n

» Sin/2est pair, la confrontation des questions|5blet [17dmontre n/2 < 8, c’est-a-dire n/2
ou encoren < 12.

<6.
<6

7

Dans tous les cas, on a donc n < 12, ce qui conclut.
Déterminer toutes les valeurs possibles pour I'entier N(A) associé a un ensemble réticulé A.

On continue a supposer A N U non vide, ce qui garantit 'existence den € N* tel que ANU = Up,.

En y regardant de plus pres, la question précédente donne en fait plus de contraintes sur n (et donc sur
N(A)) que la simple majoration n < 12.

Déja, la seule valeur impaire possible pour n est 1. En effet, on a vu a la question précédente que sin était
impair, on avait forcément n < 3. Mais le cas 1 = 3 est impossible, car il entraine j € A, qui entraine a
son tour Ug € A d’apres la question [6b} Cela contredit ANTU = Us.

Par ailleurs, si I'on suppose n pair et n/2 impair, la question précédente a montré n < 6.

Enfin, si n est pair, ainsi que n/2 (c’est-a-dire si n. est multiple de 4), on a i € A et donc, d’apres la
question |bal on a nécessairement 0 € A, et donc N(A) =1+ n.

Une fois toutes ces contraintes exposées, on voit que les seules valeurs non encore exclues pour N(A)
sont :

» siANUestovide:0et1;
» sin est impair (doncégal a 1) : 1 et 2;
» sim est pair, mais pas multiplede 4 : 2 et 3 (casn =2),6et 7 (casn =6);

» simnest multiplede4 :5(casn=4),9 (casn =38)et 13 (casn = 12).
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La plupart de ces nombres ont en fait déja été obtenus dans le sujet :

N(A) 0 1 2[3[5[6]7]9][13
exemple || 11,400 | [1,4+00[ [N |Z| ?2|E° | E | ?| E
question 2| IIEIENZIEIL

Une construction finalement assez proche de E va nous donner les deux exemples manquants.

» On vérifie facilement que G = {a + ib | a,b € Z} est un ensemble vérifiant (R1) et stable par somme.
Pour tous a,b € Z,on a la + ibl2 =a’+b? etonen déduit facilement que GNA = {0} U Uy. En

particulier, G vérifie (R3) et N(G) = 5.

D’apres la question [3a|, on en déduit que G est un ensemble réticulé, ce qui fournit le premier exemple

manquant.

~

» D’apres la question n en déduit également que G est un ensemble réticulé, et le méme raisonne-

ment qu’a la question |14 montre que N(G) = 9.
On a ainsi construit le dernier exemple manquant.

L’ensemble G.

° °
e ,% o o
e ,* o
e® o o
. . .
o ® .
[ [ » L,
.
.
.
o ®
o o *
L *—>
e e,
.
o..’
*e,
° ° :o. LI
-..o
o.o.
®e o ®
° ° ®, 0 o ° o

L'ensemble G.

Remarquons que G ne respecte pas la condition de la question |7b, ce qui explique que G’ ne figure pas
dans les exemples que nous créons. C'est d’ailleurs heureux puisque notre raisonnement a montré qu’il
n’existait pas d’ensemble réticulé A tel que N(A) = 4. C'est méme la premiere valeur interdite.

In fine, les valeurs possibles pour N(A) sont 0,1,2,3,5,6,7,9 et 13.

Remarque. Les ensembles G et E sont des ensembles remarquables du plan complexe, possédant de
magnifiques propriétés algébriques et géométriques. Il s’agit de I'ensemble des entiers de Gauss et de
I'ensemble des entiers d’Eisenstein, respectivement.

DEUTSCHE !

Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

f A

k. 4

A\ /’;

Gotthold Eisenstein (1823-1852).
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