Lycée Henri-IV (PCSI) 26 janvier 2024

Cinquiéme composition de mathématiques [corrigé]

Exercice 1. Le DL du vendredi.
Calculer le DL3(0) de x — sin(x)

VI+x
Ona
1 —1,2
=(1+x)
T+x
1 (—1/2)(=3/2) , 2
_1—§x+fx + o(x?)
—
=("7?)
_ 1 2 2
=1 §X+§X + o(x4)
. 3 -l
donc s:nicl = <x— % + o(x3)) (1 —5x+ %xz + o(x2)>
=X 1xz + §x“” + o(x%)
2 8
1.3
6
_ 1., 53 3
=x—5X —l—ﬂx + o(x”)
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Exercice 2. Relations coefficients-racines.

1. Soit P = X* —4X3 4 4X? 4 7. On admet que ce polynome est scindé sur C.
(a) Montrer que toutes les racines complexes de P sont simples et non nulles.
OnaP’' =4X3 —12X2 + 8X = 4X(X? — 3X +2) = 4X(X — 1)(X — 2).
On vérifie immédiatement que P(0) =7, P(1) = 8 et P(2) = 7. Ainsi,
» 0 n’est pas racine de P, c’est-a-dire que les racines de P sont non nulles ;
» les racines de P ne sont pas racines de P’ et sont donc simples.

On note z1, 27, z3 et z4 les racines de P.
(b) Déterminer zy + z3 + z3 + z4 et 21 zp 23 z4.

D’apres le cours,
» 21+ 29 + 23 +z4 = —coeff3(P) = 4;
> 21222324 = (—1)* coeffy(P) = 7.
, . 1 1 1 1
(c) Déterminer — + — + — + —.
Z1 V) Z3 Z4
En réduisant au méme dénominateur,
1 1 1 1 zmz3za+z1z324 + 212224 + 2122 23

—+—+—+—
Z1 z) z3 Z4 Z1Z)Z32Z4

a—

= 7(12137,4—1—11 2324 + 212224 + 21 22 23)..

Par ailleurs, en développant, on obtient
P=(X=z1)(X=22)(X—2z3)(X — z4)
=X+ 23 X2 — (22328 + 212324 + 21 22 24 + 21 22 23) X + 2,

si bien que z z3 z4 + 21 23 24 + 21 22 24 + 21 22 z3 = — coeff; (P) = 0, d’or
1 1 1 1

—+—+—+—=0.
Z1 Z) Z3 Za

2. Soitn > 2.
(a) Donner un polyndme de degré n dont les racines complexes sont les éléments de Uy,.

Par définition de Uy, les racines complexes de X™ — 1 sont précisément les racines n-iemes de
l'unité, c’est-a-dire les éléments de U,.

(b) En déduire Z w et H w.
wEUn LUEIUn

Comme U, possede n éléments et que X™ — 1 est de degré n, chaque élément de U, est une racine
simple de X" — 1.
Ainsi, d’apres les relations coefficients-racines,
> Z w = —coeff,_ 1 (X" —1)=0;
weln

» [ w=(—1)"coeffo(X™ — 1) = (=)™,
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Exercice 3

Soit & € C. On considere I'équation
1
(ABAT'B")’ = (‘(’)‘ (X) (Ea)

. . e . 1
d’inconnue (A, B) € GLz((C)Z. Pour plus de simplicité, on note J = oI, + E; > la matrice (g oc)'
Le but de cet exercice est de montrer que (E,) posséde des solutions si et seulement si o« = 1.

1. Une premieére condition nécessaire.

(@) A quelle condition la matrice J est-elle inversible ?

Le déterminant de ], est o, donconal "équivalence

Jo € GL2(C) & dét(Ja) #0 & o #0 & a #0.

(b) Montrer que si o = 0, I'équation (E) ne possede pas de solution.
Supposons « = 0. Supposons par I'absurde pouvoir trouver une solution (A,B) € GL,(C)? a
I'équation (Ey). Par stabilité de GL,(C) par inverse, on a A" B € GL,(C).
Par stabilité par produit, on en déduit ABA~'B~" € GL,(C), puis (ABAJB*])2 € GL,(C), et
donc Jo € GL,(C).
Cela contredit la question précédente, et conclut la démonstration.
2. Racines carrées de J . On fixe une fois pour toutes un nombre complexe p tel que p? = .

(a) Déterminer I’ensemble des matrices de M;(C) commutant avec J.

a b

Soit M = <c d> e My(C).Ona

= (&0 (6 2) = (6 ) (6 )

b b+d
@(oca a+oc) (oca—i—c ab + )

xc c+ad oc ad
=xa-+c
a+ocb:ocb+d
= oc
c+ocd— od

c—O

.y , . a
si bien que les matrices commutant avec ] sont les matrices de la forme <

0 z>,pour (a,b) € C2.

(b) En déduire que les matrices commutant avec J, s’écrivent sous la forme Al, + pE; , pour
un unique couple (A, ) € C2.

Soit M € M;(C) une matrice commutant avec J .

D’apres la question précédente, on peut trouver (a,b) € C* tels que M = (8 E)

Analyse. Soit (A, ) € C? tel que M = Al + uEq . Onadonc M = <?)\ ﬁ) En examinant les

coefficients de la premiere ligne, on en déduit A = a et p =b.
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Synthese. Réciproquement, on a bien M = al, + bE ;.

On a ainsi montré qu'il existe un unique couple (A, 1) € C* tel que M = Al + uEiz.

(c) On suppose x # 0.
Montrer qu’il existe exactement deux matrices R € M;(C) telles que R? = J,, et les déter-
miner explicitement.

Analyse. Soit R € M;(C) tel que R? = e
En particulier, ]« est une puissance de R, donc les deux matrices commutent.

D’apres la question précédente, on peut donc trouver A, € C tels que R = Al + uE; ;. On
en déduit (notamment parce que Eq ; commute avec 1, et que son carré est nul) que

2
Jo =R? = (AL + pEs )
= )\212 + 27\|,LE1,2.

Comme Jo = alr+Eq 5 (et qu’elle commute avec ] o), I unicité montrée a la question précédente
donne o = N et 2Apn = 1.

D’apres les propriétés sur les racines carrées des nombres complexes, on en déduit que A = £p
1

(qui est donc non nul, puisque « # 0), puis p = ™o iz.
Ainsi,R = + <p 1/(2")).
0 p
o 1/20)\]*_ (o 1/20)\* _ (0* 1
Synthese. Réciproquement, [i ( 0 0 )] = (O 0 ) = <0 p2> =T

In fine, ]« posséde deux racines carrées : <g 1/ (p2p)> et — <g 1/ (p2p)> (qui sont bien diffé-

rentes).
3. Condition nécessaire.

(a) Montrer YU,V € M,(C), dét(UV) = dét(U) dét(V).

Soit U = (Z ?) et V= ((Z" g) e M;(C).Ona

dét(UV) =

x&E+yl xn+yb
z&E+t( zn+1to

= (x& +y@)(zn +t0) — (xn +y0)(z& + t()

= (xz&n + xt&0 + yznC + ytco) — (xz&n + xtn¢ + yz£&O + ytLo)
=xt&0 +yznf — xtnd —yz&O

=xt(&0 —n¢) +yz(nC — &6)

= (xt —yz)(&0 —n0)

= dét(U) dét(V).

(b) Montrer que si (E) possede une solution, alors o« = 1.

Supposons que (Ey) posséde une solution (A, B).
D’apres le début de I'exercice, cela entraine déja « # 0.

La matrice R = ABA™'B™" vérifie R? = J, donc on a nécessairement R = + (

P 1/(29)>
0 ) ‘
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t(AA™") = détlL =1,

=d
1 1
donc on en déduit dét A # 0 et dét(A™") = FetA De méme, dét(B™') = R Ainsi,

La propriété fondamentale du déterminant donne dét(A) dét(A ")

1
détR = dét(ABA 'B') = dét(A) dét(B =1
© et ) = det(A) det(B) s Gamy —

ce qui montre x = 1.

4. Conclure.
Les questions précédentes du probleme montrent que si (E) posséde une solution, alors o« = 1. Il reste a
montrer la réciproque. Les racines carrées de ], étant + <1 1/2

0 1
matrices sous la forme d'un produit ABA™'B™', ce qui n’est pas évident.

>, il reste a exprimer I'une de ces deux

On se simplifie un peu la vie si 'on cherche A et B parmi des matrices triangulaires trés simples (qui ne
commutent pas, car on aurait alors ABA™'B™ = 1,), par exemple 'une des deux diagonales et I'autre

1 %
de la forme (O ]>.

Parmi beaucoup d’autres, le couple (A,B) = (((1) :) , <(1) g)) convient.
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Probléme. Une classe remarquable de matrices carrées.
On fixe une fois pour toutes un entier n > 2.

Dans tout ce probleme, on identifie R™ et I'ensemble M,, 1(R) des matrices colonnes. En particulier,
pour tout X € R"™, on assimilera X a une matrice colonne et X! 4 une matrice ligne.

De méme, on assimilera une matrice carrée A € M;(RR) d’ordre 1 au nombre réel qui est son unique
coefficient.

Pour tout j € [1,n] et toute matrice A € My (R), on notera Cj(A) € R" la j-ieme colonne de A. Par
exemple, Vj € [1,n],C;(I,,) = ej, o 'on anoté ey, ..., e, € R™ les vecteurs de la base canonique.

Onnote J, = € My, (R) la all-ones matrix.

(1)]<i,jgn

Pour tous k, { € [1,n], on note Ey ¢ = (88j,¢), cij<n € M, (R) la matrice élémentaire usuelle.
Enfin,
» on notera % 1’ensemble des matrices de M,,(R) dont toutes les colonnes sont proportionnelles a
un vecteur fixé, ¢’est-a-dire
7 = {A € My (R) ’3)( ER™:Vje[l,n], AR :G(A) = AX} ;
» onnote #Z = % \ {0} 'ensemble des matrices non nulles de Z.

1. Soit p > 1. Montrer VA € M,,,(K), VB € M,, ,(K), tr(AB) = tr(BA).

La démonstration a été donnée en cours dans le cas n = p, mais il n'y a a vrai dire rien de nouveau dans

P
ce cas plus général : le calcul montre que tr(AB) = Z Z[A]i»j [Bj,; = tr(BA).
i=1 j=1

Partie I. Généralités sur Z%.

2. (a) Montrer que J, € Z.

Montrons X ¢ R™ :Vj € [1,n] : IA € R: G(Jn) =AX.
1
Candidat : X = | : | € R™,

Soitj € [1,n].
On a Gj(Jn) = X, ce qui conclut (A = 1 convient).
Cela montre J,, € %. Comme ] # 0, on a méme ] € X.

(b) Soit i,j € [1,n]. Montrer que la matrice élémentaire E; ; appartient a Z.
Montrons 3X € R™ : V& € [1,n] : IA € R: Co(Ey;) = AX.
Candidat : X = ¢; € R™,
Soit £ € [1,n].
» Sil=j,onaCyE;) =X, et A =1 convient.
» Sinon, ona Cy(Ei;) =0, et A = 0 convient.
Cela montre Ey; € . Comme Ei; #0,onamémeE;; € Z%.

(c) Montrer que I, ¢ Z.

Supposons par I'absurde qu’il existe X € R™ tel que Vj € [1,n],3IN € R: G(I,) =AX.

W—/
=ej
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En particulier, on peut trouver A1, A; € R tels que er = M X et e; = A X.

A2
-\
On en déduit Aye1 —A1ea = MAX—=AAX = 0. Mais \e1 —Ajex = 0 |, donc A=A =0.
0
Cela contredit e; = M X, et conclut la démonstration.
3. Représentation comme tenseur simple.
(a) Montrer Z = {XYT ‘ X,Y € R“}.
Y
Commengons par un calcul préliminaire. Pour tous X,Y = | : | € R%, ona
Yn
XY'=X(yr -+ yn)=[yiX - ynX

Inclusion directe. Soit H € %. Ainsi, on peut trouver X € R™ tel que Vj € [1,n],C;(H) = A X.
On peut donc trouver Ay, ..., Ay € R tels que C1(H) = M X,...,Cr(H) = A X

Ainsi,
M\
H=[MX -+ AX| =X : ,
An
ce qui montre que H € {XYT ’X,Y € Rn}.
Y
Inclusion réciproque. Soit H € {XYT ‘ X, Y € R“}. On peut trouver X,Y = | : | € R" tels
Yn

que

H=XY'= (mx ynX).

Il est alors clair que Vj € [1,n],IA € R: G(H) = AX, ce qui montre H € X.
(b) Bn déduire Z — {XYT ‘ X,Y € R" \{0}}.

Inclusion directe. Soit H € Z#.
En particulier, H € #, donc on peut trouver X,Y € R™ tels que H = XY.
SiX=0o0uY =0, on aimmédiatement H = 0, ce qui est exclu.

Ainsi, X, Y € R™\ {0}, donc H € {XYT ‘ X,Y € R \{0}}.
Inclusion réciproque. Soit H € {XYT ‘ X, Y e R" \{0}}.
X1 Y1
On peut donc trouver X = | : |, Y= : | € R"\ {0} tels que H = XYT.

Xn Yn
La question précédente montre déja que H € Z. Il reste a montrer que H # 0.

Comme X # 0, on peut trouver i € [1,n] tel que x; # 0. De méme, on peut trouver j € [1,n]
tel que y; # 0. On en déduit que [Hl;; = x;y; # 0, et donc que H # 0, ce qui conclut.
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(c) Exemples. Trouver X,Y € R™\ {0} tels que J,, = XY'.
De méme, pour tout i,j € [1,n], trouver X,Y € R" tels que E;; = XYT.
On vérifie sans difficulté :
N /M7
> que, = |: i
1 1

T
» queEBi; = ¢; €.

(d) Soit X,Y € R™\ {0} et H = XY'. Montrer, pour tous X,Y € R", I’équivalence :

- X= AX
XY'=H&ANeR : < 1
Y=-Y
X1 Y1
Sens direct. Supposons XY = H = XYL Ennotant X = | : |etY = | : |, et de méme
Xn Yn

pour les versions avec tilde, on peut trouver i,j € [1,n] tel que x; # 0 et y; # 0.

Par ailleurs, la relation XYT = XY! donne Vk, € € [1,n], Xk Y¢ = Xk Ye-

o~ . Xi ,
En particulier, x; y; = [Hlij = %1 yj, ce qui permet de poser A = — (nécessairement non nul)
Xi

- 1

et d’obtenir y; = 3 Y-
On a alors,

-~ 1. -
» pour tout k € [1,n], X y; = xx yj, donc —xx yj = xxY;, donc x = Axy;

)\ \/
£0

-~ ~ ~ 1

» pour tout £ € [1,n], X; Yy¢ = x4 Yy, donc )\\x; Y¢ = Xi Y, donc yg = Xyg,
#£0
~ ~ 1

ce qui montre X = AXetY = XY'

< o 1
Sens réciproque. Supposons pouvoir trouver A € R* tel que X = AXet Y = XY'

On a alors, par bilinéarité du produit matriciel,

XYT = AX %YT — A%XYT — XY'.

4. Montrer YH € Z,H! € %.

Soit H € #. On peut donc trouver X,Y € R™ \ {0} tels que H = XYT.
On a alors H' = YXT, ce qui montre H! € %.

5. (a) Montrer VA € #,VB € M,(R),AB € Z et BA € %.

Soit A € Z et B € My (R). On peut trouver X, Y € R™ tel que A = XYT.
» Ona AB = X(YTA) = X(ATY)T. Comme ATY € R", cela montre AB € Z.
» OnaBA = (BX)Y'. Comme BX € R", cela montre BA € Z.

(b) En déduire que Z N GL,(R) = @.

Supposons par I'absurde pouvoir trouver A € Z inversible. On a donc AA™" =1,,.
D’apres la question précédente, cela entrainerait I, € %, ce qui a été exclu.
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6. SoitH € Z.
(a) Montrer que H? = tr(H)H.

On peut trouver X, Y € R™ tels que H = XY'. On a alors H* = XY'XYT,

Or, Y X est une matrice 1 x 1, que I'on va identifier a son unique coefficient, noté 9.

On a alors H? = XY = XY = OH, par bilinéarité du produit matriciel.

Pour identifier le nombre ©, on peut remarquer que l'unique coefficient d’une matrice 1 x 1 est
également sa trace, donc, d'aprés la question

0 = tr(Y'X) = tr(XY") = tr(H),
ce qui conclut.

(b) En déduire une expression de H¥, pour tout k € N*.
p p

Une récurrence immédiate permet de montrer Yk € N*| H* = tr(H)* 'H.

Partie II. Réduction des matrices de Z.

Le but de cette partie est de montrer que pour toute matrice H € %, on peut trouver P € GL, (R) telle
que

P-1HP — tr(H)E; 7 si tr(H) #0
Ei, si tr(H) = 0.

et de fournir une application de ce résultat.

7. Soit A € M (R) et P € GL,(R).
(a) Montrer que tr(P'AP) = tr(A).
Par cyclicité de la trace, tr(P'AP) = tr(APP ") = tr(A).

(b) Montrer que P~ AP est inversible si et seulement si A Iest.

» Supposons A inversible. Alors P~ AP est inversible par stabilité de GLy, (R) par produit.

» Réciproquement, supposons P~ AP inversible. En utilisant l'implication que I'on vient de mon-
trer avec la matrice inversible P~"', on obtient que PP 'APP ! = A est inversible.

8. Un lemme de transitivité. Dans cette question, on note
X1
N = eR™ | x; #£0
Xn
(@) Montrer que VX € N, 3T € GL,(R) : C(T) = X.

Soit X € N.
On considere la matrice T obtenue en remplagant la premiere colonne de l'identité 1,, par X.

Comme le premier coefficient de X est non nul, on a T € T, (R) et les coefficients diagonaux de T
sont non nuls, donc T € GL,,(R).

(b) Montrer que VX € R™ \ {0}, 3Q € GL,(R) : QX € N.

X1
Soit X=| : | eR™\{0}.

Xn
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» Sixi # 0, la question précédente conclut, en prenant () = I,,.

» Sinon, on peut trouver i # 1 tel que x; # 0. En prenant pour Q) la matrice d'échange P1 ;, on a
donc P1 ;X € N car le premier coefficient de Py ;X est x;.

(c) En déduire VX € R™\ {0}, 3Q € GL,(R) : X = Qe;.

Soit X € R™\ {0}.

Grice a la question précédente, on peut trouver QO € GLy(R) telle que QX € N.

Grice a la question précédant celle-la, on peut alors trouver une matrice T € GL,,(R) telle que I'on
ait OX = C (T) = Tey.

Ainsi, X = Q7 'Tey, ce qui conclut car Q7'T € GLn(R) d’apres les propriétés de stabilité du
groupe linéaire.

9. Soit H € Z. En utilisant la question B|et ce qui précede, montrer qu'il existe Q € GLy(R) tel que

tr(H) * --- %

: 0 0 --- 0

la matrice Q~ 'HQ soit de la forme .
0 o --- 0

D’apres la question |3} on peut trouver X, Y € R™\ {0} tels que H = X YT.
D’apreés ce qui précede, on peut trouver Q € GLy(R) telle que X = Qey, c'est-a-dire e = Q'X. On a
donc

Q 'HQ=Q 'XY'Q = ¢ (Y'Q),

00 --- 0
ce qui montre que Q" "HQ a pour forme )
00 --- 0

D’apres la question @ le coefficient (1, 1) de Q "HQ vaut tr(Q 'HQ) = tr(H), ce qui conclut.

Dans la suite de cette partie, on fixe une telle matrice Q € GL,(R), et un vecteur V € R tel

T
que l'on ait I’écriture par blocs Q 'HQ = (tr(g—l ) \(/) > .
10. Premier cas. On suppose tr(H) # 0.
(a) Soit W e R,
T

Montrer que la matrice par blocs ( 01 > est inversible, et déterminer son inverse.
n—1
T _WT

Un calcul par blocs direct montre W 1 w = 10 = Iy, ce qui conclut : la

0 L 0 In 0 Ing

. . S 1T —WT
matrice est inversible, d'inverse )
0 In—]

(b) En déduire qu’il existe une matrice P € GL(R) telle que P"'HP = tr(H) E; ;.
q q )

, 1 , 1wl
P o = P= .
osons (aprés calcul au brouillon) W trHV' puis Q ( 0 In1> On a donc
o (1 -WE 1T Wt
PT'HP = ( 0 I Q 'HQ 0 L

(1 WD () VY 1 WT
(o o)) 6 )
tr(H) tr(H)WT + VT
0 0
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= (tr(OH) 8) = tr(H)Em.

11. Deuxieme cas. On suppose tr(H) = 0.
Montrer qu’il existe une matrice P € GL,,(R) telle que P'HP = Eq .

Remarquons déja que la non-nullité de H entraine celle de Q" "HQ : en effet, si I'on avait Q "HQ = 0,
on en déduirait H = 0 aprés multiplication a gauche par Q et & droite par Q™.

T T
Comme Q"HQ = <tr(OH) v ) - (g Y ) on en déduit que V € R\ {0),

En utilisant la question (8| (pour 'entier n — 1 a l'inverse de n, mais la propriété est de toute facon
tautologiquement vraie pour des matrices 1 x 1), on peut trouver une matrice R € GL_1(R) telle que
V = Re; (ou1 'on a noté € le premier vecteur de la base canonique de R™). On en déduit &, =RV,

puis & = VI(R™HT = VI(R) .

1 0
On vérifie alors que la matrice diagonale par blocs (O (RD) ) est inversible, d'inverse (3) ROT> Par

stabilité par produit de GL,,(R), on en déduit que P = ( _ > est bien élément de GL,(R).
Or,

P 'HP =

O —
71]0
/—\
\_/

o o
<
°%
1
N———

Il
/\/—\6\_‘ N\
=, o
S~
N
o o
o<,
~_
A
o
—
N
S—
~

o)
o
=

12. Application : mise a jour de matrices inversibles. Soit H € Z.

o

(a) Montrer que I,, + H est inversible si et seulement si tr(H) # —1.

» Zéroiéme cas. Clairement, siH = 0, I,, + H = 1, est inversible.

» Premier cas. On suppose tr(H) # 0 (donc a fortiori H # 0, ce qui donne H € Z).
On peut donc trouver P € GLy(R) telle que P'"HP = tr(H) Eq;, ce que I'on peut réécrire
H =P(tr(H)E, 1)P en multipliant a gauche par P et a droite par P~
Alors Iy + H=PL,P~' + P(tr(H)E; )P~ =Pdiag(1 + tr(H), 1,...,1 )P*‘.
D’apres la question I + H est inversible si et seulement si diag(1 + tr(H),1,...,1) est

inversible, c’est-a-dire si et seulement si 1+ tr(H) # 0 (car les autres coefficients, égaux i 1, ne
sauraient s’annuler).

» Deuxiéme cas. On suppose H # 0 (donc H € %) et tr(H) = 0. On peut alors trouver de facon
analogue au cas précédent une matrice P € GLy (R) telle que H = PE; ;P~". On a alors

I + H = PL,P~" + PE; ,P~" = P(I, + E; )P~

Le critére d'inversibilité des matrices triangulaires (ou la remarque qu’il s’agit d"une matrice de
transvection) montre que 1, + Ej 2 est inversible, donc il en va de méme de 1, + H d’apres la

question
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Dans tous les cas, on a donc obtenu que 1, + H était inversible si et seulement si tr(H) # —1.

1

_ “T_1 —
(b) On suppose tr(H) # —1. Montrer que (I, + H) I T te(H) H
C'est un calcul direct, a I'aide de la question [ba :
(I, + H) e — ' =I,+H- 1 N 2
" " 14wl )" 1+ tr(H) 1+tr(H) ~~

1 trH
14 (1 - H
“*( 1+ te(H) 1+tr(H)>

=1,.

(c) Soit A € GL,(R).

i. Montrer que A + H est inversible si et seulement si tr(A7'H) # —1.

On peut écrire A+ H = A(L, + Ale), et on en déduit facilement que A + H est inversible
si et seulement si I, + A~ H l'est.
Par la question 5a} la matrice A~"H appartient i %.

D’apres la question précédente, on en déduit que T, + A~"H est inversible si et seulement si
lonatr(A™H) # —1, ce qui conclut.

ii. On suppose tr(A7TH) #£ —1. Exprimer (A + H)™" en fonction de A~ et H.
En utilisant la question précédente, on a

(A+H) = (Al + ATH)) ™

= (I, +AH) A
1
— (L, ———  ATH)A
(n 1+ tr(ATH) >

1
AT - ATTHA.
1+ tr(A-TH)

Remarque. La derniére formule est connue sous le nom de formule d’inversion de Sherman-Morrison.

Partie III. Théoreme d’Erdos (1967).

Une matrice M € My, (R) est dite idempotente si M? = M. L’ensemble de ces matrices sera noté 2,,.

On dira qu’une matrice A € M, (R) est produit d’idempotentes s’il existe v > 1 et My, ..., M, € M, (R)
idempotentes telles que A = Mj - - - M. On notera 2}, I'ensemble des produits d’ 1dempotentes.

Cet ensemble vérifiera donc notamment les propriétés &7, C Wﬁ et VA, A) € Qzﬁ,A]Az € Wﬁ,
librement utilisables dans la suite.

Le but de cette partie est de montrer un théoreme di au mathématicien britannique John Erdos,
affirmant que toute matrice non inversible est produit d’idempotentes.

13. Décrire 1’ intersection &2, N GL,(R).

Soit M € 2, N GLn(R). On a donc M? = M, c’est-a-dire M(M — I,) = 0.
Comme M est inversible, on obtient M — 1., = 0 en multipliant a gauche par M. Ainsi, M = 1,,.
Puisque la réciproque est claire, on en déduit &, N GLn(R) = {In,}.
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14. Commutant d’une matrice de Z. Soit X,Y € R™\ {0}et H = XY! € .
Soit A € M (R) commutant avec H.

Montrer que 1’on peut trouver A € R tel que AX = AX, YA = AY! et AH = HA = AH.

Ona AH = HA, c’est-a-dire (AX)Y" = X(YTA) = X(ATY)T.

» SiY'A =0,0na AH = HA = 0, donc (AX)YT = 0. D’apres Ia question on en déduit AX =0

(car’Y # 0). Cela montre la propriété voulue (A = 0 convient).

1
» Si Y'A +# 0, la question 3d| montre U'existence de A € R* tel que AX = AX et Y = XATY, ce qui se

traduit en AX = AX et AY =AY, ou encore YA = AYT.
On en déduit encore AH = AXY' = AXY! = AH.

15. Soit Q € M, (R) telle que Q — Q? € Z.Onnote H = Q — Q2.

(a) Montrer que l'on peut trouver X,Y € R™\ {0} et A € R tels que QX = AX, YTQ = AY! et

A — A2 =tr(H).
Comme H € %, on peut trouver X,Y € R™\ {0} tels que H = XY.

Comme H = Q — Q? et Q commutent, la question précédente montre l'existence de A € R tel que

QX =AX, YIQ = AYT, et QH = AH. On en déduit

(b)

(©

tr(H)H =H? = (Q—QZ)H:QH—QQL—I/: (A —A)H.
=AH

Comme la matrice H n’est pas nulle, on en déduit A — A= tr(H), ce qui conclut.
T

En déduire I'existence de 6 € R tel que la matrice par blocs <X 0

Ona

T-A YO\° /0 =2A2+YX Yo+ (1-AY
X Q)  \QX+(1-AX XYT + Q?

(=N YIX YT
- X Q)

Or, Y'X est une matrice 1 x 1 dont I'unique coefficient est
tr(YTX) = tr(XY') = tr(H) = A — A%,
donc le coefficient (1, 1) est
=A24+YX=(1T=A2+A=A)=1-=),

T—-A YI\* [1-A YT
x o) \x a)

En déduire que la matrice par blocs <g g) appartient a e@ﬁ e

ce qui montre que

Il est immédiat que <8 IO> € Pni1. On en déduit que
n
0 0\ (0 0\ /1—-A YO\ /0 © i
@ a)=6 (%" 06 w)esie

13 /[15}
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16. Soit O € M (R) une matrice d’opérations élémentaires (échange, transvection ou dilatation).
(a) Montrer que Q — Q* € Z.
» Pourtouti#jel,n],ona
Py — Pij =DP;; — I =Ei; + Eji — Eii — Ej; = (e —¢j)(ej — e)l e 2.
» Pour touti € [1,n] et tout A #0,0na
Di(A) = Di(A)> = A= M)Eiy = A—A)eiel € Z.
» Pourtousi#j € [1,n]ettout N e R,ona
Tij(A) — Ti5(A)* = —AEyj = (—Aei) & € Z.

(b) Dans quels cas a-t-on QO — 0% =07?

Montrer que dans ces cas, on a également <8 ((‘))) € ,@Tﬁl 1

Sil'ona Q— Q* = 0, la matrice Q est a la fois dans Py et inversible (en tant que matrice
d’opération élémentaire), donc Q = I, (et réciproquement).

11 est alors clair que (g Ii) € P C QZTﬁLH.

- , PTE . 0 0 s
Ainsi, pour toute matrice d’opérations élémentaires QO € My (R), ( 0 Q> appartient a 3931 +1- Comme

remarqué (mais pas vraiment démontré) en cours, 1’algorithme du pivot de Gauss permet de décom-
poser toute matrice de GL,,(R) comme produit de matrices d’opérations élémentaires. On en déduit

0 0
VB € GLn(R), <o B) S

: n 0 WrI
17. (a) Soit W € R"™. Montrer que 0 1 € Pt
n

C’est un calcul direct.
T
(b) En déduire que VB € GL4(R), ¥V € R™, (g :;) e P,

Soit B € GL,(R) et V € R™. On a alors

o VI 0 VIB\ /0 0 4
~—_— e ——

€F e,@ﬁﬂ

18. Dans cette question, on suppose simplementn > 1.

Soit A € M,,11(R) non inversible. En utilisant la question montrer qu'il existe P € GL,,11(R)
T

telle que P~' AP soit de la forme <8 B

>, pour un certain choix de V € R" et B € M;,(R).

D’apres le critére nucléaire d'inversibilité, on peut trouver X € R™ non nul tel que AX = 0. D’apres
la question (8} on peut trouver P € GLy11(R) tel que X = Pey, oit I'on a noté €y le premier vecteur de la
base canonique de R™.

La premiere colonne de P~ AP vaut donc
P'APe; =P 'AX =0,

ce qui montre que P~ AP a la forme attendue.
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19. Achever la démonstration du théoréme d’Erdos.

Pour tout n € N*, notons Erd(n) assertion M, (R) \ GL,(R) C z@ﬁﬂ.

Montrons Vn € N*,Erd(n) par récurrence forte.
Initialisation. Le cas n = 1 est trivial, car la seule matrice 1 x 1 non inversible est la matrice nulle,
évidemment idempotente.

Hérédité. Soit n € N* tel que Erd(1) et Erd(2) --- et Erd(n). Montrons Erd(n + 1).
Soit A € Mn+1(R) \ GLn41(R). D’apres la question précédente, on peut trouver P € GLn41(R)

T
tel que P~' AP soit de la forme (8 \]]3 >, pour un certain choix de V.€ R™ et B € My (R).

Montrons PTAP € 9& Iy

» SiB € GL(R), les questions précédentes montrent déja P~ AP ¢ ﬁfl e
» Supposons B ¢ GL,(R).
o Par hypothése de récurrence, on peut trouver My, ..., M, € &, telles que B =M - - - M,.

o ),on Uérifiequel\A/Ib...,ﬁ\/Ik € Pnyet

En posant, pour tout k € [1,7], My = <O M
K

que leur produit vaut <(]) 12) , qui est donc élément de L@Tﬁlﬂ.

T
o Un calcul fait plus haut montre que (8 \I] > € Pnq1.
n

L (1 0\ /0 v\ (o VI §
Par produit, <O B) (0 In>_<0 B)Eyn“'

On peut donc trouver Ny, ...,Ns € P 1 tel que P'AP=Nj---N,.
On en déduit que

A =P(P'AP)P™' =PN; .- NP
= (PNyP7 1) .. (PNP7).

Or, pour tout k € [1,s], ona

(PN P2 = PN PPNy P! =PNZP' =PN P! donc PN P 'e 2,4.

Cela montre que A € ,@ﬁﬂ.

On a ainsi montré Exrd(n + 1), ce qui clot la récurrence, la démonstration, et ce corrigé.
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