Lycée Henri-IV (PCSI) 9 mars 2024

Sixieme composition de mathématiques [corrigé]

Probléme A.

Dans tout le probleme, on considére deux fonctions continues f, g : [0, 1] — [0, 1] vérifiant fog = gof.

Le but du probleme est de démontrer les deux résultats suivants (on proposera méme deux démons-
trations différentes du premier).

Théoreme A. Il existe ¢ € [0, 1] tel que f(c) = g(c).

Théoreéme B. On suppose par ailleurs g monotone. Alors il existe ¢ € [0, 1] tel que f(c) = g(c) =c.

1. Ensemble des points fixes. On note I' = {x € [0,1] ‘ g(x) = x} I'ensemble des points fixes de g.
(a) Montrer que I" est non vide.
[0,1] —
x = g(x)—x
Onah(0)=g(0) >0eth(1)=g(1)—1<0.

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, on peut donc trouver ¢ € [0, 1] tel que h(c) =0,
c’est-a-dire tel que g(c) = c.

La fonction h { est continue, par opérations, sur l'intervalle [0, 1].

Ainsi, ¢ € T, ce qui conclut.
(b) Montrer que I' est stable sous f, c’est-a-dire que Vx € I f(x) € T.

Soitx € T.
Comme fog=gof,onag(f(x)) =f(g(x)) = f(x), donc f(x) € T.

(c) Montrer que I' est égal a son adhérence : I' = T.

» L'inclusion T C T est générale.

» Soit x € T. On peut donc trouver une suite (Wn)nen @ valeurs dans T telle que un X
Par passage a la limite dans les inégalités larges, on a déja x € [0, 1].
Ainsi, pour tout n € N, on a g(un) = un.
Par continuité de g en x, on a g(u,) — g(x).
S~ Nt
=Un

Par unicité de la limite, cela montre g(x) = x, c’est-a-dire x € T..

(d) En déduire que I' possede un maximum et un minimum (éventuellement égaux).

Nous allons montrer 'existence de max T, le cas du minimum étant en tout point semblable.
L'ensemble T" est non vide (grdce a la premiere question) et majoré (par 1), donc il admet une borne
supérieure s = sup I'.

On sait que s € T. Par la question précédente, cela entraine s € T, et donc que s est le maximum
deT.

Naturellement, ces résultats restent vrais pour I'ensemble ® = {x € [0,1] ‘ f(x) = x} des points
fixes de f. Ils pourront étre librement utilisés dans la suite.
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2. Premiére démonstration du théoréme A.

(a) Montrer que f(minT) > minT et f(max ") < maxT.

D’apres la question on a f(minT) € T. Comme minT minore T', on en déduit I'inégalité
f(minT) > minT. Le méme raisonnement montre f(maxT") < maxT.

(b) En déduire qu’il existe ¢ € [min T, maxT] tel que f(c) = g(c).

. 0,1] — R . L.
La fonction h : est continue, par opérations.
f { x o f(x) — glx) par op

» o Onaf(minTl) > minT d’apres la question précédente.
o Par définition de T, g(min[") = minT.
On en déduit h(minT) = f(minT) — g(minT) = f(minT) —minT > 0.
» Le méme raisonnement montre h(maxT') < 0.

En appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires a la fonction continue h sur l'intervalle
[min Iy max T, on peut trouver ¢ € [min T, maxT] tel que h(c) = 0, ce qui montre f(c) = g(c).

3. Seconde démonstration du théoreme A. On suppose dans cette question, par 1'absurde, que
Vx € [0, 1], f(x) # g(x

(a) Montrer que la fonction x — f(x) — g(x) est soit > 0 sur [0, 1], soit < 0 sur [0, 1].

. N [0,1] R . ‘ . L
On continue a noter h : ’ ui est une fonction continue, par opérations.
{xef() g0, 1 f par op

Supposons par I'absurde le contraire de l'assertion a démontrer. On peut donc trouver x4 € [0, 1]
tels que h(x4) > Oet h(x_) < 0.

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, appliqué a la fonction continue h sur le segment
reliant x_ a x., on peut trouver c situé entre x_ et x, (et donc a fortiori élément de [0, 1]) tel que
h(c) =0, c’est-a-dire f(c) = g(c).

Cela contredit I'hypothese générale de la question, et conclut la démonstration.

Quitte a échanger f et g, on supposera dans la suite que f — g > 0.
(b) Montrer qu’il existe 6 > 0 tel que Vx € [0, 1], f(x) > g(x) + o.

On applique le théoréme des bornes atteintes a la fonction continue h = f — g sur le segment [0, 1] :
on peut trouver o, T € [0, 1] tels que

Vx € [0,1],f(0) < f(x) < f(T).
En particulier, en notant & = (o), qui est bien > 0 d’apres la question précédente, on a démontré
Vx € [0,1], f(x) — g(x) > b,

ce qui conclut.

Dans la suite, pour tout n € N*, on notera f* = fo---of et g" = go---0g les fonctions
— —

n fois 1 fois
obtenues en composant n fois f et g avec elles-mémes.

(c) Montrer Yn € N*,Vx € [0,1],f™*(x) > g"(x) + né.

Pour tout n € N¥, on note P(n) l'assertion « Vx € [0,1],f*(x) > g"(x) + nd ». Montrons
Vn € N*P(n) par récurrence.

Initialisation. La question précédente démontre directement P(1).
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Hérédité. Soit n € N* tel que P(n). Montrons P(n+1).
Soit x € [0,1]. Ona

1 (x) = £ (f(x))

> g™ (f(x)) +nd (d’apres P(n), appliquée a f(x))
> f(g™(x)) +nd (car f o g = g o f, appliquée n fois)
> g(g"(x)) + 6+ nbd (d’apres la question préc. appliquée a g™ (x))
> g™ (x) + (n+1)3,

ce qui montre P(n + 1), et clot la récurrence.

(d) Conclure.

Le segment [0, 1] est stable sous f et g, donc une récurrence immédiate montre que, pour tout n € N,
on a f(0) et g"(0) € [0, 1]. En particulier,

vx € [0,1],f*(0) —g"(0) < 1.
Or, la question précédente (appliquée a x = 0) montre que ¥n € N*, f*(0) > g™ (0) + nd.

1
On en déduit Yn € N* b < 1, ce qui est absurde (sin = LSJ + 1, par exemple, on a n € N*

) 1 ) . .
mais n > 5 donc nd > 1, ce qui constitue une contradiction).

4. Démonstration du théoréme B.

(a) Dans cette question, on suppose g décroissante. Montrer que g posseéde un unique point
tixe, et en déduire qu’il s’agit également d"un point fixe pour f.

» D’apreés la question[Ia} I'ensemble T est non vide, c’est-a-dire que g possede (au moins) un point
fixe.
Soit maintenant ¢ < c; deux points fixes de g.
Par décroissance de g, on en déduit c; = g(c1) > g(ca2) = ca.
Les deux inégalités précédentes montrent c1 = c,, ce qui achéve la démonstration de I'unicité
du point fixe de g.

» On a donc trouvé un élément c € [0, 1] tel que T’ = {c}.
La propriété de stabilité sous f de la question [Tb|entraine alors f(c) € T, c’est-a-dire f(c) = c,
ce qui conclut.

Dans la fin du probléme, on suppose g croissante.

(b) Construire une suite (un)nen a valeurs dans [0, 1] telle que, pour toutn € N, f(u,) = un et
g(un) = Un41.
On construit cette suite par récurrence : d’apres la question (la| (ou plutdt son analogue pour
I'ensemble @ des points fixes de f), on peut trouver uwy € ®. On définit alors une suite récur-

rente w en imposant ¥n € Nyun1 = g(un). L'intervalle [0, 1] étant stable sous g, on en déduit
vn € Nyu,, € [0, 1] : la suite u est a valeurs dans [0, 1].

Comme I'ensemble @ est stable sous g (c’est I'analogue de la question[ID), une récurrence immédiate
montre Vn € Nyu,, € @, c’est-a-dire Vn € N, f(un) = un.

(c) Montrer que la suite (un)nen est monotone, puis convergente.
> Supposons uy < Ug.
La croissance de g entraine u; = g(u) < g(up) = uy, puis uz = g(uz) < glwy) =wy et, par

une récurrence immédiate, Vn € Nyup 1 < un.
Dans ce cas, la suite u est donc décroissante.
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» Supposons uy = .
Dans ce cas, la méme démonstration montre que w est croissante.

Dans tous les cas, la suite w est monotone. Puisqu’elle est a valeurs dans [0, 1], la suite w est par
ailleurs bornée.

Le théoreme de la limite monotone entraine alors la convergence de 1.
(d) Conclure.

D’apres la question précédente, on peut trouver £ € R telle que un T (. Par passage a la
n——+oo
limite dans les inégalités larges, on a nécessairement £ € [0, 1].
» Commevn € N,un € ®, onaautomatiquement ¢ € @. La questz’on( ou plutot son analogue
concernant f, c’est-a-dire I'égalité ©® = @) entraine alors { € @, c’est-a-dire f(£) = L.
» Par continuité de g, la convergence w, —— { entraine un 1 = g(un) —— g(f).
n—-+oo n—-+o0o

Par extraction, on a par ailleurs w1 —— L.
n—-+oo

Par unicité de la limite, g(£) = L.

On a donc trouvé { € [0, 1] tel que f(€) = g(£) = £, ce qui conclut.

Probleme B.
Pour tout « € RY, on considere la suite u(ot) = (un(a)) <y définie par
un ()2
(o) = o et vn e N,up (o) = TTll—i-] .

On pourra utiliser sans démonstration la propriété Vo € R}, vn € N,un(x) > 0, obtenue par une
récurrence trés simple.

On va étudier, en fonction de «, le comportement de la suite récurrente (un(oc))n oN*

Partie I. Un produit infini.

n
Dans cette partie, on montre que la suite de produits (pn)neny = (H k2k> converge vers un
k=1 neN
+o0 Y
nombre réel strictement positif, que 1’on notera H k? " dans la fin du probleme.
k=1

On fixe une fois pour toutes un réel A € |1, 2[.

n
, . . | 1 .
1. Donner 'expression de la suite E 3K et en déduire que cette suite converge vers une
o . k=T neN
limite que I'on précisera.

Soitn € N.Ona

k=1
T—A
-
=2 T—A1
ce qui démontrei L M ] par opérations
K = 1T T A7’ '
= A< notoo T—A A—1
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n

In(k
2. Montrer que la suite (Z nz(k )> est croissante.
k=1 neN

Soit n € N. On a, d’apres la relation de Chasles,

In(k) In(k) Inn+1)
Z 2k _Z ok ontl 2 0,
k=1 k=1
ce qui montre la croissance.
1 1
3. Montrer qu’il existe ny € N tel que Vn > ny, nz(nn) < U

Ona

) AT AN woree O
q

ln(n)/1 _ In(n)

par croissances comparées.
On en déduit que la suite des quotients (qn)nen+ est < 1 a partir d’'un certain rang, ce qui démontre

1 1
I'existence d’un entier ng € N* tel que Yn > ny, ﬂ < —, et conclut.
VAL AT
" In(k)
4. Déduire de ce qui précede la convergence de la suite (Z % > , et conclure.
k=1 nenN
» Soitn = ng. On aalors

n no—1 n

In(k In(k In(k

3 Int) §ind) | g Inik)

2 2K 2k
k=1 k=1 k=ng >~~~

<

no—1 n
In(k) 1
< Z 2k T Z Ak
k=1 k=1
_ " n(k) L]
k=1
n
la derniere inégalité provenant du fait que, la suite convergente (Z 7\k> étant manifestement
k=1 neN

croissante, elle est partout inférieure ou égale a sa limite, précédemment déterminée.

n

. , In(k . L . S s

» La suite croissante (Z z(k ) ) est donc majorée a partir d'un certain rang. D’apres le théoréme
k=1 neN

de la limite monotone, elle converge : on peut trouver { € R tel que

» Par continuité de I'exponentielle, on en déduit que

Pn = ﬁszk _ ﬁ (exp (2*]‘ ln(k))) = exp (i 1T12(11<)> — el >0,

k=1 k=1

ce qui conclut.
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Partie II. Généralités.
On fixe dans toute cette partie un nombre « > 0.

5. Montrer que si la suite (un(oc))n oy converge, sa limite est nécessairement 0.

Supposons que la suite converge : on peut donc trouver { € R tel que un(x) P (. Notons que, par
n—-+oo

extraction, on a également wn1(0x) —— L.
n—-+oo

Par opérations, on a par ailleurs un 1 () =

Par unicité de la limite, on en déduit { = 0.
6. Soit n € N. Donner une condition nécessaire et suffisante sur u, () pour que un41(x) < un(x).

On a la chaine d’équivalences (en se souvenant que un () > 0, comme cela a été rappelé en préambule) :
Un (o)
n+1
S up(a) <n+1.

N

Unt1 (&) < unfa) & Un ()

7. On suppose pouvoir trouver ng € N tel que un1(x) < up, (o).

(a) Montrer que Vn > ng, un+1(0) < un (o).

Pour tout n > ny, notons P(n) assertion « wn1(x) < un(a) ».
Montrons Yn > ny, P(n) par récurrence.

Initialisation. L'hypothese est directement I'assertion P(ny).
Hérédité. Soit n > ny tel que uni () < up(x).
D’apres la question précédente, cela signifie un(x) < n+ 1.
On en déduit que uni1(x) < un(a) <N+ 1, donc a fortiori up4q(x) <N+ 2.

D’apres la question précédente, cela montre un () < uny1(x), ce qui montre P(n + 1), et
clot la récurrence.

(b) En déduire u, () —— 0.
n—-+oo

La suite (un(a)) o st décroissante a partir d'un certain rang d’apres la question précédente, et
minorée par 0. Le théoreme de la limite monotone entraine donc qu’elle converge, et la question

entraine un (o) —— 0.
n—-+oo

Dans toute la suite, on note Ey 'ensemble des « € R tels que un () f 0.
n—-+0oo

On note également E., = R’} \ Ej le complémentaire de Ej.

8. Soit B € Eeo.

(a) Montrer que la suite (un(B))n ¢ est croissante.

Supposons par 'absurde que (un(B))

que Un,+1 (B) < u-no(ﬁ)'

D’apres la questionﬂ cela entraine un () T 0, et donc B € Ey, ce qui contredit exactement
n o0

I'hypothese 3 € Ex.

nen Ne soit pas croissante. On peut donc trouver ng € N tel



(b) En déduire u, () —— +oo0.
n—-+4oo
Il est impossible que la suite (un(B)) cn converge. En effet, la question entminerait que sa limite
est nulle, c’est-a-dire 3 € Ey. Cela contredit a nouveau I’hypothése 3 € Ex.

D’apres le théoréme de la limite monotone, le seul autre scénario possible est wun (3) P ~+o00,
n—-+o00

ce qui conclut.

Partie III. Description de E; et E .

*

R — RI

9. Soit n € N. Montrer que la fonction u, :
X = Un(x)

est continue, croissante et surjective.

La définition rend clair que uo = idg+ (qui est bien continue, croissante et surjective) et que, pour tout
_ un(x)z
n+1’

neN, onaVx € RY,upqq(x)

2
L ti —
a fonction y ——

est clairement continue, croissante et surjective. Comme I'ensemble des fonctions
R% — R continues, croissantes et surjectives est stable par composition, on en déduit immédiatement,
par récurrence, la propriété voulue.

10. En déduire que Yo € Eo, 10, [ C Eg et VB € Ex, 1B, +00[ C Ew.

» Soit « € Ey. Soit x € 10, «l.
La croissance des fonctions wu, (pour tout n € N) donne alors

YneNO0 < uy(x) <un(a),

et le théoreme des gendarmes entraine un (x) ——— 0, c’est-a-dire x € Ey, ce qui conclut.
n—-+oo
» Le méme argument (avec le théoréme de minoration remplagant le théoreme des gendarmes) montre

que VP € Exo, 1P, +00[ C Exo.

11. Soit B € R.. On suppose qu’il existe n € N tel que un () > n + 2. Montrer que 3 € E..

Soit ng € N tel que un, () = no + 2. Pour tout n > ny, on note P(n) l'assertion « un(B) > n+ 2 ».
Montrons Yn > ng, P(nyg).

Initialisation. L'hypothese donne directement I'assertion P(ny).

Hérédité. Soit n > ny tel que P(n).

2 2
u(B) . (n+2)
= >
Onauny1(B) ntl Z na
Cela montre l'inégalité P(n + 1), et clot la récurrence.

>n+3arm+1)m+3)=m+22>—-1< (n+2)>~

On a donc montré Vn = ng, un(B) = n+ 2, et le théoréme de minoration entraine u, () f 400,
n—-+0oo

et donc p € Eo.
Dans toute la fin du probleme, on pose y = sup Eo.

12. Justifier que vy est bien défini.
La question précédente montre qu'il existe 3 € Eoo. La question montre alors 1B, +oo[ C Eo, et donc
Eo C 10, B], si bien que Ey est majoré par f3.
Par ailleurs, la question|/|montre que, comme wy (1) = up(1), on a un (1) = 0, c’est-a-dire 1 € E,.
n—-+oo

L’ensemble Eq n’est donc pas vide.
La propriété de la borne supérieure entraine alors la bonne définition de vy.

7/10



13. Montrer ]0,v[ C Eg et ]y, +oo[ C Ex.

» Soit x € ]0,vL.
Comme vy est le plus petit des majorants de Eo, le nombre x n’est pas un majorant de Eq et on peut
trouver & > x tel que « € E,.
D’apres la question |10} on en déduit que x € E.
» Soit x € ly,+ool.
Comme 'y majore Eo, on a x ¢ Ey, c’est-a-dire x € Eo.

14. (a) Soit o« > 0. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) « € Ey;

(i) In e N:up(x) E]O,;{;

(iii) In e N:uy(x) €10,1[.

» Supposons x € Ey.

1 . . .
On a donc un(x) T 0, donc un (o) < 7 a partir d'un certain rang. A fortiori, cela
n—-+o0o

. 1
démontre I'existence d'un rang n > 1 tel que un(x) € }O, 7 {
» Il est clair que I'assertion (ii) entraine (iii).

un (00)?
n-+1

» Supposons pouvoir trouver n € N tel que un () € 10, 1[. Ainsi, uni1(x) = < Un ().

La question E] montre alors que un () T 0, c’est-a-dire o« € Eo.
n—-+oo

(b) En déduire que, pour tout « € Ey, on peut trouver o’ > o tel que o’ € Eo.

N =

Soit o« € Eo. D’apres la question précédente, on peut trouver n € N tel que un (o) <

Par surjectivité de la fonction i, on peut trouver o’ > 0 tel que un(x) = 7
On a nécessairement o’ > « car, par croissance de W, l'inégalité contraire o’ < o entrainerait

1
7= un (') < un(a), ce qui est absurde.

1
La question précédente (et I'inégalité 7= un (&) < 1) entraine alors o’ € Ey, ce qui conclut.
(c) Montrer Ey = ]0,v[et Eo, = [y, +ool.

On sait déja que Ey et Eo, sont complémentaires dans R, et que ]0,y[ C Eg ef |y, +o0o[ C Ex.
Les éqalités a démontrer équivalent donc a I'appartenance y € Ex.

Or, sil'on avait y € Ey, on aurait Ey = 10,y], qui admettrait donc un maximum (a savoir ). Cela
contredirait directement la question précédente.

Partie IV. Equivalents et détermination de v.

15. (a) Montrer queVn e Nyn+1 <u,(y) <n+2.

» La contraposée de la question [7|montre que 'on a vn € Nyun(y) > n+ 1.

» Supposons par 'absurde qu’il existe un entier n € N tel que un(y) > n + 2. Par surjectivité
de un, on peut trouver p € R tel que un () =n+ 2, et la question entmine B € Ew.
La propriété de -y entraine alors y < (3 et, par croissance de un,

n+2<un(y) <un(ﬁ):n+2)

ce qui fournit la contradiction souhaitée.
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(b) En déduire un équivalent de (un (y))n N’

La question précédente donne un(y) = n + O(1), donc un(y) = n + o(n), ce qui équivaut a

Un ~ n.
n—+oo

(c) Montrer que un(y) =n+2+ o (1).

n—+oo

Comme le suggere I'énoncé, on introduit (en)neny = (n +2-— un(y))
vneN,e, €[0,1].
On a alors, pour tout n € N,

nen St bien que l'on a déja

un(Y)z

n+1
Mm+2—¢n)?
n—+1

Ent1 =n+3-—

=n+3—

=n+3—|[(n+1)+2(1 —sn)JrM

(1 _en)z

—2e.. —
En n+1

Si l'on trouvait un entier ng € N tel que e, >

1 , Lo
T la relation que I'on vient de dégager
montrerait eny41 > €n, ef, a fortiori, en, 41 > ——.
ng+2

On en déduirait facilement par récurrence que la suite (en )nen serait croissante a partir du rang ny,

et donc convergente : e, ——— € > e, > 0.
n—-+oo

Or, I'inégalité Vn € N,2en — enq1 < - entrainerait par passage a la limite £ < 0, ce qui est

+1
exclu.

On a donc montré par 'absurde Yn € N,;0 < &, < , ce qui entraine &y e 0, et
n—-+oo

L
+1
conclut.

2
16. Soit o« € R’. En étudiant la suite <un(x) ) ,montrer u,(x) ~ n <X> .

Cette suite vérifie Yn € N,

Ui (0) _ (un(x)

2
) , donc une récurrence immédiate permet d’en déduire

Un+1(Y) un(v)
Un(x) x\ 2
vn e N; =| - .
un(y) Y
L'équivalent un(y) ~ n conclut alors.
n—-+oo
17. Soit o« € RY. Montrer Inu, () = o (2") si et seulement si o = .
n (o0}

» L'équivalent un(y) AU donne Inu,, (y) = In(n) + o(1), et donc Inu, (y) it In(n), ce qui

entraine Inu, (y) = o(2™).

21’\,
» Réciproquement, si x # vy, I'équivalent u, (x) ~o T (:/) de la question précédente donne
n—-+oo

Inu,(y) =2"In <:/> +o0(1) donc Inu,(y) ~ 2"In <:/>

n—+oo

#0
donc Inu, (y) # o(2").
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400
et en déduire que y = H K"

18. Trouver une expression de <
k=1

Inuni(y)  Inua(y)
2n+1 om neN

» Soitn € N.Ona

un(Y)
Inun(y)  Inunly) n (%) nuay)

on+1 om - o+l - om
~ 2lnug(y) —In(n+1)  Inu,(y)
- o1 B omn
In(mn+1)
T o+l

» Par télescopage, on en déduit que, pour tout n € N,

nun(y) o InG 1)
“on Y= 25+
j=0
" In(k)
= Z 7k
k=1
1
» La question précédente entraine notamment que nl;‘Lh/) . 0, d’oit I'on déduit
n o

= In(k) !
; 2% n—o+oo ny.

Par continuité de I’exponentielle, on en déduit

n B n 1 k
IT1¥ " =exp (Z nz(k)> Y

k=1 k=

—_

Par unicité de la limite et en utilisant la notation introduite lors de la premiére partie, cela équivaut
a I'égalité
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