Lycée Henri-IV (PCSI) 6 avril 2024

Septieme composition de mathématiques [corrigé]

Probléme A. Sous-espaces stables d’'un endomorphisme.

Dans tout le probléme, le corps des scalaires est R.

Etant donné un endomorphisme u € .#(E) d"un espace vectoriel E,
» on dit qu'un sous-espace vectoriel F de E est stable sous w si ¥x € F,u(x) € F;

» pour tout A € R, on note Ex(u) = {x € E|u(x) = Ax}.
Partie I. Généralités.
Dans cette partie, on fixe un endomorphisme u d’un espace vectoriel E.

1. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E stables sous u.

(a) Montrer que F N G et F 4+ G sont des sous-espaces vectoriels de E stables sous u.

» L’intersection F N G et la somme F + G sont des sous-espaces vectoriels de E, d’aprés le cours.
» Montrons la stabilité de F N G. Soit x € FNG.
o Comme x € F et que F est stable, on a u(x) € F.
e Exactement de méme, u(x) € G.
On en déduit u(x) € FNG, ce qui conclut.
» Montrons la stabilité de F + G. Soit x € F + G.
On peut donc trouver xg € F et xg € G tels que x = xg + XG.
Comme au point précédent, les hypotheses entrainent u(xg) € F et u(xg) € G.
Ainsi, u(xp + xg) = u(xp) +u(xg) € F+ G, ce qui conclut.
= %
(b) FU G est-il en général un sous-espace vectoriel de E stable sous 1. ?

Non, car F U G n’est méme pas en général un sous-espace vectoriel de E.

On a vu dans le cours le contre-exemple de F = Vect (é) et G = Vect ((])) dans E = R? (qui

sont par exemple trivialement stables sous I'endomorphisme u = idg).

2. Soit A € R.
(a) Montrer que E,(u) est un sous-espace vectoriel de E.

11 suffit de remarquer que Ej(u) = ker(u — Aidg).
(b) Montrer que tout sous-espace vectoriel de E, (u) est stable sous u.

Soit F un sous-espace vectoriel de Ej(u). Soit x € F.
On a donc u(x) = Ax € F, par stabilité par combinaison linéaire de F.

3. Soit E un espace vectoriel, possédant trois sous-espaces vectoriels F, Gy et G;.
F+Gi= E

FN G, ={0g}.

Montrer G1 =Gy et E=F® G (o1 'on anoté G = Gy = Gy).

On suppose G1 C G; et {
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» L'inclusion Gy C G; est une hypothese.

» Soit x € G,. A fortiori, x € E, donc on peut trouver xg € F et xg € Gy tels que x = xp + XG.
L'inclusion Gy C G, montre que xg € G;.
On en déduit que xp = x —xg. Comme F N Gy = {Og}, on en déduit que xg = 0.
~— =

€F eGy
Ainsi, x = xg € Gy, ce qui conclut la démonstration de G; C Gy.

» Maintenant que Gy = Gy(= G), les hypotheses donnent immédiatement E = F @ G.

Partie II. Un exemple concret.

1 2 4 R3 ) R3
SoitA=|1 0 —4] eM;R)etu: I'endomorphisme canoniquement associé.
12 ¢ X = AX
4. (a) Calculer A2,
-1 10 20
Onobtient A>=| 5 —6 =20
-5 10 24

(b) En déduire u? = 5u+ idgs, ou B € R est un nombre que I'on déterminera.

On constate que A* = 5A — 613. On en déduit (en notant systématiquement @y I'endomorphisme
canoniquement associé a une matrice M € M3z(R)) :

u? = 0% = @2 = P5a_¢1; = 50a — 601, = 5u— 6idps,

ce qui répond a la question (avec 3 = —6).
(c) Montrer que pour tout A € R\ {2,3}, ona Ex(u) = {Ogs3}.
Soit A € R\ {2, 3}. Soit x € E)(u).
On a donc u(x) = Ax puis, en réappliquant u, u*(x) = w(u(x)) = Ax. Il vient donc
w?(x) = 5u(x) — 6x donc Ax = 5Ax — 6x
donc (A2 —5A+6)x = Ops.
Comme A ¢ {2,3} et que X* —5X +6 = (X —2)(X —3), ona A\* —5A+ 6 # 0.

On a donc x = Og, ce qui conclut (car I'inclusion réciproque {Ops } C Ex(u) est automatique, on ne
fera plus ce genre de remarques).

5. (a) Déterminer un vecteur v; € R tel que E3(u) = Vect(vq) et dont la premiéere coordonnée

vaut 1.
a

» Soitv=|b| €R3 Ona
c



—2a+2b+4c=0
& a —3b—4c=0

—a +2b+3c=0
a—b —2c=0
& —2b—2c=0 [L1 %—ILJ puis [EZ:II;:_IE]
b+c=0 2 3 3T
a —c=0 L« Li+L
_ , 1 1 2
& b+ (c) :8 [Ly ¢ L3] puis [L3 Lyt ZLZ]
donc
c 1
E;(u) = —c||lceR)=Vect|-1],
c 1
1
ce qui conclut, avec vi = | —1 | (pour respecter la demande de I'énoncé).
1
4
(b) Onposev, = [ 1] etvz = | 0 |. Montrer que Vect(vz,v3) C E;(u).

0 1

Un calcul direct montre que u(vy) = 2v; et u(v3) = 2v3. Cela signifie v2,v3 € Ep(u).
Par stabilité par combinaison linéaire, on en déduit Vect(v,,v3) C Ep(u).

(c) Montrer que (v, V;,Vv3) est une base de R3.
(Indication. On pourra par exemple se ramener a un systeéme de Cramer.)

a
Soitw= |b | eR3et A, u,v e R. Onadonc
c

1 2 4 A
MM +uwr+vwy=0& -1 1 0 ul =
1T 0 1 v

=M

o o 0

Un calcul direct (avec les « bimatrices ») montre que M est inversible, si bien que le systeme linéaire

précédent est de Cramer.

On peut donc trouver un unique triplet (A, i, v) € R3 tel que A\vy + v, +vvs = w, ce qui montre

que (v1,Vv2,v3) est une base de R3.

(d) En déduire R® = E3(u) @ E;(u).

» On a montré Vect(vy,v3) C Ex(u).
» Comme (vi,v2,v3) est une base de R®, on a R? = Vect(vy) @ Vect(v, v3).
~——
=E3(u)
A fortiori, R® = E3(u) 4+ Vect(v3,v3).
» Montrons Ez(u) N Ey(u) ={0gs3}. Soit x € E3(u) N Ez(u).
On a donc u(x) = 3x et u(x) = 2x. En faisant la différence, Ops = x.
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Les trois points précédents sont les hypotheses de la question 3, appliquée @ E = R®, F = E3(u),
G1 = Vect(v2,v3) et G, = Ex(u). D’apres cette question, on a donc Vect(vz,v3) = Ex(u) et
R* = E3(u) @ Ez(u).

6. Montrer que les sous-espaces vectoriels de R® stables sous u sont les sous-espaces vectoriels de
la forme F & G, ot F est un sous-espace vectoriel de E3(u) et G est un sous-espace vectoriel de
Ez (u) .

» Ces sous-espaces sont bel et bien stables, d’apres les questions[2b] et [Ia}

» Soit V. C R® un sous-espace stable sous w. On peut définir F = VN E3(u) et G = V N Ey(w), qui
sont bien, respectivement, des sous-espaces vectoriels de Ez(u) et Ep(u).

Montrons V =F & G.
e Comme E3z(u) NEz(u) ={0ps}, on a a fortiori FN G = {Ops3 }.

o Reste a montrer (c’est la qu’il y a une preuve a faire, car ¢a n’est pas automatique!) I'égalité
V = F@® G. Comme F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, l'inclusion réciproque est
claire, si bien que I'on se concentre sur l'inclusion directe. Soit x € V.

On peut donc trouver x3 € E3(u) et x, € Ex(u) tels que x = x3 + x2.
L’enjeu est de montrer que ces deux composantes appartiennent encore a V.
En appliquant u, il vient u(x) = u(x3) + u(xz) = 3x3 + 2x2.
~—~—
ev
Ainsi, x3 = u(x) —2x € Vet x; = 3x —u(x) appartiennent a V, par stabilité par combinaison
linéaire.
On en déduit x3 € VN E3(u) =Fet x; € VNEy(u) =G, si bien que
x= x3 + x2 € F+G,
—~ —~~
€F eG

ce qui conclut.

Partie III. Opérateur d”Abel.
On fixe dans cette partie un entier n > 1, et on considere I'espace vectoriel E = R;,[X]. On définit

E— E
P—P/(X+1).

7. Montrer que u est un endomorphisme bien défini de E.

» Déja w est bien défini car, pour tout P € Ry[X], on a P' € Ry_+1[X], puis degP’'(X + 1) = degP’
par composition par le polyndme non constant X + 1, donc P'(X + 1) € R,_1[X], et donc a fortiori
P'(X+1) € Ry[XI.

» Montrons a la main la linéarité de .
e Soit P e Ry[Xlet A € R. Ona (AP)' = AP’ par linéarité de la dérivation, puis

u(P) = (AP)/(X+1) = AP)(X +1) = AP (X + 1) = Mu(P).
e S0it P,Q € Ry[X]. Ona (P+ Q) =P’ + Q' par linéarité de la dérivation, puis

UP+Q)=P+Q)/X+1) =P +Q"NX+1) =P X+1)+Q'(X+1) =u(P) +u(Q).

Dans la suite de cette partie, on définit une famille de polynomes (Ag, Ay,...,A,) par

X(X — k)

Ag=1 et pourk € [1,n], Ay = o
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8. (a)

(b)

(©

(b)

Montrer que (Ag, A1, ...,A;) est une base de R, [X].
Soit k € [0,n].
» Sik=0,0onadegAy=degl=0.

» Sik>0,0nadegAyx =deg (X(X— k)kq) =1+ (k—1) =k par les formules pour le degré
d’un produit.

Ainsi, la famille (Ao, A1, . .., Ay) est échelonnée au sens fort, et donc une base de Ry, [X].
Etant donné k € [0, n], déterminer Vect(Ao, A1, ..., Ay).

Le méme argqument montre que (Ao, A1, ...,Ayx) est échelonnée au sens fort, donc est une base
de Ry [X]. A fortiori, on a Vect(Ag, A1, ..., Ar) = Ry[X].

Pour tout k € [0,n], calculer u(Ay).

Soit k € [0,n].
» Clairement, sik =0, u(Ap) = u(1) =0.
» Tout aussi clairement, sik =1, u(A7) = u(X) =1 = A,.

» Supposons maintenant k > 2. La dérivée de X(X — k)*~! est
(X= K+ (k= DX(X =) = (X =KX =K + (k= 1)X] = kKX(X — k)* 2,

si bien que

0 k=0
In fine, Yk € [0, n], u(Ay) = { o
Ay_1 sinon.
degP —1 sidegP>1
Montrer que VP € R, [X],degu(P) = °6 s% °6
—00 sidegP < 0.
Soit P € R, [X].
Comme X+ 1 est non constant, on a degu(P) = degP'(X+1) = deg P’ x deg(X+1) = deg P/,
et le cours sur la dérivation des polyndmes conclut.
Soit k € [1,n].
La question précédente entraine que u induit une application uy : Ri[X] — Ry_[X], dont
on admet qu’elle est linéaire. Montrer que wuy est surjective.

L’application linéaire wy envoie la base (Ao, A1, ..., Ayx) de Ry [X] sur la famille (0, Ao, . .., Ax_1),
qui engendre Ry_1[X], car

Vect(0, Ao, ..., Ax_1) = Vect(Ay, ..., Ax1) = Re_1[X].

On en déduit que wy est surjective.

10. Montrer que les sous-espaces vectoriels stables sous u sont {Ogx;} et les Ry [X], pour k € [0, n].

» La question |9a|montre que ces espaces sont bel et bien stables.

» Réciproquement, soit F un sous-espace vectoriel stable sous 1, que I'on suppose non réduit a I'espace
nul {Ogx}. Le sous-espace vectoriel F contient donc un polynome non nul P.

Considérons un tel polynome P € F de degré maximal, que I'on notera k € N.

o La maximalité dit exactement que VQ € F,degQ < k, c’est-a-dire que F C Ry [X].
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o Montrons l'inclusion réciproque.
Par stabilité sous u (appliquée de facon répétée), le sous-espace vectoriel F contient toutes les
images u'(P) (pour i € N). Quand i < k, la question entraine que degu'(P) =k —i.
Ainsi, la famille 6 = (u*(P),u*'(P),...,u (P),E‘i@ ) est échelonnée au sens fort, si bien

=P
qu’il s’agit d'une base de Ry [X].

On a donc Ry [X] = Vect(&) C F, par stabilité par combinaison linéaire, ce qui conclut.

Partie IV. Opérateur d’Euler.
La encore, on fixe un entier n > 1, et on considere 1’espace vectoriel E = R [X]. On définit ici

E— E
P — XP'(X),

dont on ne demande pas de vérifier qu’il s’agit bien d"un endomorphisme de E.

Par ailleurs, étant donné un polynéme P € R, [X], on définit son support
S(P) = {i € [0,n] ‘coeffi(P) ] o} C [0, nl.

11. Pour tout i € [0,n], calculer u(X}).

Soit i € N. On a (en traitant a part le cas du degré nul) u(X') = i X",

Pour toute partie I C [0,n], on définit
Fi={PecE|S(P) CI}.
12. SoitI C [0,n].
(a) Montrer que Fy est un sous-espace vectoriel de E, et en donner (sans justification) une base.

On wva le faire de fagon chic.
Pour tout i € [1,nl, l'application coeff; : Ry [X] — R est une forme linéaire, donc son noyau

ker coeff; = {P € R,,[X] | coeff; (P) = 0}

est un sous-espace vectoriel de Ry, [X].
Par intersection,

F = ﬂ ker coeff;
iel,n]
igl
est un sous-espace vectoriel de Ry [X].

On voit qu’une base de Fy est donnée par la famille By = (X')ier : U'aspect générateur est une
conséquence plus ou moins directe de la définition, et %y est libre en tant que sous-famille de la base
canonique.

(b) Montrer que Fy est un sous-espace vectoriel stable sous u.

Le calcul effectué sur la base canonique montre par linéarité que, pour tous Ao, ..., Aq € R,
n n
u (Z mc) => inX.
i=0 i=0
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13.

14.

Soit P € Fy. On peut donc écrire P = Z A XY oit (A )ier est une famille de scalaires.
iel
On aalors u(P) = Z ia X ce qui montre que uw(P) € Fy.
iel
(Ca n’était pas demandé, mais on a méme la formule générale S(u(P)) =S(P) \ {0}.)
(c) Combien y a-t-il de sous-espaces vectoriels de ce type ?

On voit facilement que, si 1,] C [0,n] sont deux parties, alors Fy = Fj si et seulement sil = J. (En
effet, étant donné i € [0,n], on voit que X* € F si et seulement si i € 1, ce qui conclut rapidement).

D’apres le principe de bijection, il y a donc autant de sous-espaces vectoriels de ce type que de
parties de [0,n], c’est-a-dire 2™

Soit P € R, [X] et 1,j € [0,n] deux indices différents.
Montrer qu'il existe Q € Vect (P, u(P)) tel que coeff;(Q) = coeff;(P) et coeff;(Q) = 0.

Pour tous o, p € Ret tout k € [0,n], ona

coeffy (P + Bu(P)) = xcoeffi(P) + B coeffi (1(P)) = (« + kp) coeffy (P).
Comme i # j, la matrice <} Jl) est inversible, donc le systéme linéaire

Adip=1
A+ju=0

est de Cramer.

On peut donc lui trouver une solution (x,3), et le polynome Q = oP + pu(P) € Vect (P,u(P))
convient.

Déterminer tous les sous-espaces vectoriels de E stables sous 1.

Soit F un sous-espace vectoriel de Ry [X] stable sous u. On va montrer que F est I'un des sous-espaces
vectoriels Fy définis plus tot, ce qui conclura.

Soit I ={i € I|3P € F: coeff;(P) # 0}.

Cette définition rend claire 'inclusion F C Fy, si bien qu’il suffit de montrer l'inclusion réciproque.
Comme F; = Vect (Xi) ot il suffit méme, par stabilité par combinaison linéaire, de montrer les apparte-
nances Vi € I, X' € F.

Soit donc i € 1. Par définition de 1, cela signifie que F contient un polynéme P tel que coeff;(P) # 0. On
choisit, parmi ces polynomes, un polyndme Py dont le cardinal du support s(Py) = |S(Po)| soit le plus
petit possible. Quitte a multiplier Py par un scalaire (ce qui ne changera pas son appartenance a F), on
peut le supposer unitaire.

On va montrer que s(Py) = 1, ce qui montrera que Py = X', et conclura.
Supposons donc par I'absurde que s(Py) > 1. On peut donc trouver j # 1i tel que coeff;(P) = 0.
D’apres la question on peut trouver Q € Vect (Po,u(Po)) tel que coeff; (Q) = coeff;(Py) # 0 et

coeff;(Q) = 0.
» OnaPy e Fetu(Py) € F par stabilité, donc Q € F par stabilité par combinaison linéaire.

» Pour tout k € [0,n] tel que coeffy (Py) = 0, I'expression de w montre que coeffy (u(Po)) =0, si
bien que coeffy (Q) = 0. Par contraposée, cela montre S(Q) C S(Py).

» Comme coeff;(Q) = 0 # coeff;(P), on aj ¢ S(Py) mais j € S(Q).

Ces points montrent que S(Q) est strictement inclus dans S(Py), et donc que s(Q) < s(Po), ce qui
contredit la définition de Py.
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Probleme B. Une équation différentielle avec retard.

Dans tout le probleme, étant donné un nombre réel a > 0, on définit I'ensemble

T = {feC](R) ‘VteR,f’(tH—af(t—U :o}.

Partie 1.
Dans toute cette partie, on fixe a > 0.
1. Montrer que .7, est un sous-espace vectoriel de C' (R).

» La fonction nulle appartient manifestement a 7.
» On utilise le raccourci standard : soit f,g € g et A € R.
e Par opérations, on a déja Af + g € C'(R).
* Soitt e R.
On a, notamment par linéarité de la dérivation :

Af+g)(t)+aAf+g)(t—1)=Af"(t) +g'(t) +Aaf(t—1)+ag(t—1)
=A(f'(t)+af(t—1))+(g'(t) +ag(t—1))

=0 =0

= O)
ce qui montre Af + g € .74, et conclut.

2. Montrer que ., C C*(R).
Soit T € S,. On va montrer f € C*°(R), c’est-a-dire Vn € N*, f € C*(R).
Pour tout n € N*, on note P(n) l'assertion « f € C™"(R) ». Montrons VYn € N*,P(n) par récurrence.
Initialisation. Par définition de .7, on a déja f € C'(R), d’oix P(1).
Hérédité. Soit n € N* tel que P(n).
Comme f € 4, on a que les fonctions f' et t — a f(t — 1) sont égales.

D’apres P(n), on a f € C*(R), donc t — af(t — 1) est également de classe C", par opérations.
L'égalité de fonctions que I'on vient de mentionner montre alors que ' est de classe C™.

On en déduit que f est de classe ™1 ce qui montre P(n. + 1), et clot la récurrence.

3. Soit f € 4. On suppose qu’il existe ty € R tel que
Vt € [to, +ool, f(t) # 0.

On pose t; =to + 1.

(a) Montrer que f est monotone sur l'intervalle [ty, +oo[.

La fonction f étant continue, I’hypothése et le théoreme des valeurs intermédiaires montrent que la
fonction f est de signe constant (soit partout > 0, soit partout < 0) sur [to, +-ool.

Premier cas. Supposons Vt € [to, +ool, f(t) > 0.
Pour tout t > ty,onaalorst—1 > ty, donc

f'(t) = —af(t—1) <0

notamment parce que a > 0.

On a donc montré V't € [ty, +ool, f'(t) < 0, ce qui montre que f est (strictement) décroissante
sur l'intervalle [tq, +oo[.
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Deuxiéme cas. En appliquant ce qui précede a —f € .#,, on montre que si f est strictement
négative sur [to, +-o00l, alors elle est (strictement) croissante sur l'intervalle [ty, +ool.

In fine, la fonction f est bien (strictement) monotone sur l'intervalle [ty,+ool.
(b) Montrer que f admet une limite finie en +o0.

La rédaction de la question précédente montre que deux cas peuvent advenir :
» soit f est positive (donc minorée) et décroissante sur [t1,+ool;
» soit f est négative (donc majorée) et décroissante sur [tq, +ool.
Dans les deux cas, le théoreme de la limite monotone assure que f admet une limite finie en +oo.

(c) Soitt € R.
Montrer qu’il existe ¢ € [t — 1,1] tel que

f(t+1) —f(t) = —af(cy).

La fonction f est de classe C' sur R. Elle est notamment continue en tout point de [t,t+ 1] et
dérivable en tout point de Jt,t + 1[.

D’apres le théoréeme des accroissements finis, on peut trouver ¢y € |t,t + 1[ tel que

(t+1)—f(t)

!~ _f — —
e == o =D -,

Comme f € S, on en déduit
f(t+1)—f(t) =f'(c;) = —af(c;— 1),

ce qui conclut, en posant ¢y = ¢y — 1 € Jt—1,t[ C [t — 1,].

(d) Montrer que f(t) —— 0.

t—+o0
Notons { = lim f, dont l'existence est garantie par la question
(e.°]

Pour toutt e R,onat—1 < ¢y

D’apres le théoréme de minoration, on en déduit que cc ——— +oo, et donc que f(ct) —— ¢
t—4o00 t—+o0

par composition. Ainsi,

—af(cy) —— —al.
t—+o0

Par ailleurs, on a f(t) ——— £, donc f(t + 1) ——— { par composition, puis
t—+o0 t—+o0

f(t+1)—f(t) —— 0.

t—+o0

D’apres la question précédente, les deux fonctions dont on vient de calculer les limites en 400 sont
égales, donc on en déduit 0 = —a { par unicité de la limite puis { = 0 car a # 0.

Ainsi, f(t) —— 0.
t—+o0

Partie I1.

Dans toute cette partie, on fixe a > e .
On définit la suite (un)nen par

U =a et vn e Nyu, 1 = ae'r.
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4. Dresser le tableau de variations (avec les limites) de la fonction

5.

JR—= R
P x = xe™.

La fonction ¢ est dérivable, de dérivée x — (1 — x)e™*, donc on obtient rapidement le tableau de
variations suivant.

» Commex ——— —oo et e ¥ ——— 400, on obtient directement @(x) ——— —oo.

X——00 X——00 X——00

» Onaxe * —— 0 par croissance comparée.
X—+00

(a)

(b)

Montrer que la suite (un)nen est croissante.

Une récurrence immédiate montre que Yn € N, u, > 0.
Soitn € N.Ona
Un+1 ae“n . a . a
@(un)’

Un Un u, e tn

1

Le tableau de variations montre que la fonction ¢ est majorée par e~ < a. Ici, on en déduit que

u a : .
nil > 1, et donc que la suite (Wn)nen croit (strictement).
Un @ (un)

Montrer que u, ——— +o0.

n—-+oo

D’apres le théoréme de la limite monotone, on sait déja que la suite croissante (Un )nen converge ou
diverge vers +oo.

Supposons par I'absurde qu’il existe { € R tel que un P L. On a alors
n—-+oo

» par extraction : Uny1 ——— £
n—+oo

> par opérations : Uun 1 = ae'™ —— ae’.
n—-+o0

Par unicité de la limite, on en déduit ¢ = a €', c’est-a-dire (e ™" = a, c’est-a-dire @ ({) = a, ce qui
est @ nouveau exclu par le tableau de variations et le fait que a > e
Cela fournit la contradiction souhaitée.

On en déduit que u, ——— +o0.
n—-+oo
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Partie II1.

Dans toute cette partie, on fixe a > 0.
Pour tout b € R, on note

R— R
fo t — e ot

6. Soit b € R. Montrer par double implication I"équivalence

fbeya(:)be*b:a.

Sens direct. Supposons fy, € 7.
La fonction fy, est dérivable, de dérivée t — —b e °%. Ainsi, le fait que f, € .7, donne

VteR,—be Pt + a1 =0,
En appliquant cette -assertion (par exemple) en 1, on obtient —be™® + a = 0, ce qui donne
a=be ®=¢(b)

Sens réciproque. Supposons a = @(b) =be .
La fonction fy, est de classe C'. Soit t € R. On a
fi(t) +afy(t—1)=-b e Pt 4 qebt=T)
=-be ™ +ae" ™
—ble

= (ae®
—(a—be?)ebe
:O’

ce qui montre que fy, appartient a /4 et conclut.

7. On suppose a € }O, e*]}.

Montrer que .7, contient (au moins) une fonction qui ne s’annule jamais.

D’apres la question 4| (et le théoreme des valeurs intermédiaires généralisé, applicable ici car f est — au
moins — continue), il existe b € [1, 400 tel que @(b) = a.

D’apres la question précédente, on en déduit que fy, € .7,.

L’expression de fy, rend manifeste que cette fonction ne s’annule pas.

Partie IV.

Dans toute cette partie, on fixe a > e~
On suppose avoir trouvé une fonction f € .7, et unréel ty € R tels que

Yt € ]—o0, tol , f(t) > 0.

On essaye alors d’aboutir a une contradiction.

8. Montrer que f est décroissante sur ]—oo, to].

Soitt € ]—OO, to}.
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On a alors

f'(t) = —af(t—1)
< 0. (cart—1<t<tpeta>0)

Cela montre que f' est (strictement) négative sur l'intervalle |—oo, tol, donc f décroit (strictement) sur
cet intervalle.

9. On pose

. ]—o00, to] — R
h'{ t - f(t) et

(a) Montrer que h est décroissante.

La fonction h est dérivable par opérations.
Soit t € |—o0, to]. Ona

Or, par décroissance de f (et comme a > 0), ona f'(t) + af(t) < f'(t)+ af(t—1) =0.
Ainsi, h'(t) <0.
On a donc montré que h' était négative sur 'intervalle ]—oo, to), donc h est décroissante.

(b) Montrer que Vn € N*Vt < to, f'(t) + un f(t) <O.

Pour tout n € N*, on note P(n) l'assertion Vt < to, f'(t) +un f(t) < 0.
Montrons ¥Yn € N*,P(n) par récurrence.

Initialisation. Soit t < 1.
D’apres la question précédente (et comme a > 0), on a

ah(t—1) > ah(t) donc af(t—1)e* D > qf(t) et
a

donc —f'(t) e > af(t) e
donc —f'(t) > ae®f(t) (en divisant par et > 0)
donc /(1) +&€i f(t) <O.

=,

Hérédité. Soit n € N* tel que P(n). Montrons P(n+1).

» Exactement comme a la question [9al, la fonction

ho. - ]_OO)tO]_> R
ne t - f(t) et

est dérivable par opérations, de dérivée
t— (/1) +unf(t)) e*rt,

négative d’apres P(n).

On en déduit que la fonction hy, est décroissante.
» Déduisons-en P(n+ 1). Soit t € ]—o0, to].

Comme h,, est décroissante et que a > 0, on a

ahn(t—1) > ahy(t) donc af(t—1)e* D > qf(t) et
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donc —f/(t) et > q f(t) etnt

donc —f'(t) > ae f(t)  (en divisant par """ > 0)
donc f/(t) + ae¥ f(t) <0,
=Un+1

ce qui montre P(n + 1), et clot la récurrence.

(c) Conclure.

En appliquant la question précédente a un nombre réel particulier (par exemple, to), on obtient
vn € N, f'(to) + unf(to) <O.

Or, d’apres la question @ Un ———— +00 et, par hypothese, f(tg) > 0. On en déduit que la suite
n (e.¢]

(f'(to) + unf(to))nen diverge vers +oo tout en restant < 0, ce qui constitue une contradiction.

Partie V. Bilan.

10. Soit a > 0.

Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) pour tout f € ./, I'ensemble {x € R|f(x) = 0} est infini;

(ii) ona a > e .

On procede par double implication.
Sens direct, par contraposée. Supposons a < e .
D’apres la question [7} on peut trouver une fonction f € .74 qui ne s’annule jamais.

L’ensemble {x € R|f(x) = 0} est alors vide, donc fini, ce qui montre la négation de (i).
Sens réciproque, par contraposée. Supposons pouvoir trouver f € . tel que l'ensemble
Z ={x e R|f(x) =0}

soit fini.
On peut alors trouver ty € R tel que Vz € Z,ty < z. En effet,

» si Z est non vide, il admet un minimum car il est fini et il suffit de considérer ty = minZ — 1;

» si Z est vide, ty = O convient, par exemple.
La fonction f est alors continue et ne s’annule pas sur l'intervalle ] —oo, fl, donc elle y est de signe
constant d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires.

» SiVt € ]—oo,to],f(t) > O, ce quon a fait dans la partie IV montre qu’il est impossible que

-1
a>e .

» SiVt e ]—oo,tol, f(t) < O, la fonction —f vérifie 'inégalité opposée, tout en restant élément
de ., donc on a de méme la négation de a > e .

Cela conclut.
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