Lycée Henri-IV (PCSI) 6 avril 2024

Septieme composition de mathématiques

Durée : 4 heures.

Toute sortie est interdite pendant les dix dernieres minutes.
Sauf mention explicite du contraire, tout doit toujours étre parfaitement justifié.
Les documents, calculatrices, etc. sont interdits.

Le sujet est trés long, notamment pour vous permettre de choisir de faire plus d’algebre ou plus d’analyse, si tel
est votre désir. Veillez tout de méme a consacrer au moins une heure a chaque probléme, et notamment i ne pas
négliger les premieres questions.

Consignes générales de présentation

La présentation de la copie est prise en compte dans I'évaluation.

» Ne composez pas sur la premiere page, ce qui me permettra d’écrire mes commentaires.

» Merci |d’encadrer | ou de souligner vos résultats. Je me réserve le droit de ne pas lire les parties de votre
copie qui contreviendront a cette consigne.

» Numérotez vos copies doubles, et rendez-les dans I'ordre, la premiere servant de chemise pour les suivantes,
qui ne seront pas imbriquées les unes dans les autres.
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Probléme A. Sous-espaces stables d’'un endomorphisme.

Dans tout le probleme, le corps des scalaires est R.

Etant donné un endomorphisme u € Z(E) d'un espace vectoriel E,
» on dit qu'un sous-espace vectoriel F de E est stable sous w si Vx € F,u(x) € F;
» pour tout A € R, on note E)(u) = {x c€E ‘ u(x) = )\x}.

La premiére partie contient des résultats utiles dans la suite. Les parties suivantes sont indépendantes les unes
des autres.

Partie I. Généralités.
Dans cette partie, on fixe un endomorphisme u d"un espace vectoriel E.

1. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E stables sous u.
(a) Montrer que FN G et F + G sont des sous-espaces vectoriels de E stables sous .
(b) FU G est-il en général un sous-espace vectoriel de E stable sous u?
2. Soit A € R.
(a) Montrer que E,(u) est un sous-espace vectoriel de E.
(b) Montrer que tout sous-espace vectoriel de E,(u) est stable sous u.

3. Soit E un espace vectoriel, possédant trois sous-espaces vectoriels F, G; et G,.
F+Gy= E

FN G, ={0g}.

Montrer G1 =Gy et E=F @ G (o1 'on a noté G = Gy = Gy).

On suppose G1 C G; et {

Partie II. Un exemple concret.

1 2 4 RS R
SoitA=|1 0 —4)] eM;R)etu: — I'endomorphisme canoniquement associé.
12 ¢ X = AX

4. (a) Calculer A2,

)
(b) En déduire u? = 5u + B idgs, ot p € R est un nombre que 'on déterminera.
(c) Montrer que pour tout A € R\ {2,3}, ona Ej(u) = {Ops .
5. (a) Déterminer un vecteur v; € R tel que E3(u) = Vect(vq) et dont la premiéere coordonnée
vaut 1.

2 4

(b) Onposev, = [ 1] etvz = | 0 |. Montrer que Vect(vz,v3) C E;(u).
0 1

(c) Montrer que (v1,Vy,Vv3) est une base de R3.
(Indication. On pourra par exemple se ramener a un systeme de Cramer.)
(d) En déduire R? = E3(u) @ E;(u).

6. Montrer que les sous-espaces vectoriels de R? stables sous u sont les sous-espaces vectoriels de
la forme F & G, ot F est un sous-espace vectoriel de E3(u) et G est un sous-espace vectoriel de

Ez (u)
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Partie III. Opérateur d’Abel.

On fixe dans cette partie un entier n > 1, et on considere 1’espace vectoriel E = Ry [X]. On définit

u- E— E
P PI(XH+1).

7. Montrer que u est un endomorphisme bien défini de E.

Dans la suite de cette partie, on définit une famille de polynomes (Ag, A1,...,A,) par

X(X — k)1

Ap=1 et pourke[l,n], Ay= k!

8. (a) Montrer que (Ag, Ay, ...,Ay) est une base de Ry, [X].
(b) Etant donné k € [0, n], déterminer Vect(Ag, A1, ..., Ay).
(¢) Pour tout k € [0,n], calculer u(Ay).
degP —1 si degP > 1
9. (a) Montrer que VP € R, [X],degu(P) = 8 S% 8
—00 sidegP < 0.

(b) Soitk € [1,n].
La question précédente entraine que u induit une application uy : Ry [X] — Ry_1[X], dont
on admet qu’elle est linéaire. Montrer que uy est surjective.

10. Montrer que les sous-espaces vectoriels stables sous u sont {Ogx} et les Ry [X], pour k € [0, n].

Partie IV. Opérateur d’Euler.

La encore, on fixe un entier n > 1, et on considere 1'espace vectoriel E = Ry [X]. On définit ici

u- E— E
"\ P — XP'(X),

dont on ne demande pas de vérifier qu’il s’agit bien d’'un endomorphisme de E.

Par ailleurs, étant donné un polynéme P € Ry, [X], on définit son support

S(P) = {i e [o,n] ‘coeffi(P) £ o} C [0,n].

11. Pour tout i € [0,n], calculer u(X}).

Pour toute partie I C [0,n], on définit
FI:{PGE‘S(P) gI}.

12. SoitI C [0,n].
(a) Montrer que Fy est un sous-espace vectoriel de E, et en donner (sans justification) une base.
(b) Montrer que Fj est un sous-espace vectoriel stable sous 1.
(c) Combien y a-t-il de sous-espaces vectoriels de ce type?

13. Soit P € R, [X] et 1,j € [0,n] deux indices différents.
Montrer qu’il existe Q € Vect (P, u(P)) tel que coeff;(Q) = coeffi(P) et coeff;(Q) = 0.

14. Déterminer tous les sous-espaces vectoriels de E stables sous u.
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Probleme B. Une équation différentielle avec retard.

Dans tout le probleme, étant donné un nombre réel a > 0, on définit I'ensemble

T = {feC](R) ‘VteR,f’(t)Jraf(t—]) :o}.

Partie 1.
Dans toute cette partie, on fixe a > 0.

1. Montrer que .7, est un sous-espace vectoriel de C'(R).
2. Montrer que ., € C*(R).
3. Soit f € #4. On suppose qu'il existe ty € R tel que

Vt € [to, +ool, f(t) # 0.

Onposet; =to + 1.
(a) Montrer que f est monotone sur l'intervalle [t1, +ool.
(b) Montrer que f admet une limite finie en +oo.

(c) Soitt € R.
Montrer qu’il existe ¢ € [t —1,1] tel que

flt+1) —f(t) = —af(cy).

(d) Montrer que f(t) —— 0.

t—+oo

Partie I1.

Dans toute cette partie, on fixe a > e .

On définit la suite (un )nen par

U =a et vn e Nyu, 1 = ae'r.

4. Dresser le tableau de variations (avec les limites) de la fonction

X

JR—= R
X —=xe .

5. (a) Montrer que la suite (un)nen est croissante.

(b) Montrer que u,, —— +o0.
n—-+oo
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Partie III.

Dans toute cette partie, on fixe a > 0.
Pour tout b € R, on note

R— R
fo t — e ot

6. Soit b € R. Montrer par double implication I"équivalence

fbeya(:)be*b:a.

7. On suppose a € }O, e_]}.

Montrer que .%, contient (au moins) une fonction qui ne s’annule jamais.

Partie IV.

Dans toute cette partie, on fixe a > e .

On suppose avoir trouvé une fonction f € .7, et unréel ty € R tels que

Vt € ]—o0, tol, f(t) > 0.

On essaye alors d’aboutir a une contradiction.

8. Montrer que f est décroissante sur |]—oo, to].
9. On pose
h: }—OO, tO] — R
: t - f(t) e
(a) Montrer que h est décroissante.

(b) Montrer que Vn € N*,Vt < to, f'(t) + u, f(t) < 0.
(On rappelle que la suite (Un)nen a été définie a la partie I1.)

(c) Conclure.

Partie V. Bilan.

10. Soit a > 0.
Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) pour tout f € ./, I'ensemble {x € R|f(x) = 0} est infini;

(i) onaa>e "
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