Lycée Henri-IV (PCSI) 15 juin 2024

Interrogations de calcul : boss de fin [corrigé]

Exercice 1. Calculs d’intégrales.

In(14++v/2)
1. Calculer J ch(x)

. T+sh(x)2
Ona
(In(1+v2)) dy y =sh(x)
= J 5 dy = ch(x) dx
Y sh de classe C!
arctan(y )];:0
_T
- 4,
n(14v2) _ o~In(1+v2)
car  sh (1n (1 + \fz)) e >
1 1
2 ( 142
1 2
=— ((1+Vv2) - 1)
2(1+v2) <( )
_2+2V2
(142
=1.
2. CalculerJ ————dt.
o cos?(t)
Ona
/4 t /4 /4
J dt = [t tan(t)],., —J tan(t) dt (t — t et tan sont C')
o cosi(t) 0
71/4
_ T _J sin(t) dt
4 o cos(t)
7t /4
=7 [In (cos(t))] ",
s 1
=—+In|{— ) —In(1
) +1In i n(1)
_m_Inf2)
4 2

(On pouvait aussi effectuer le changement de variables u = tan(t).)
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1 X
xXe
3. Calculer JO mdx

On effectue une intégration par parties en dérivant x — x e* (qui est bien de classe C') et en primitivant
x — (14 x2)7% (dont la primitive, x — —(1 + x) 7", est bien de classe C') :

1 X x 71 1 x X 1

Jxezdx:[xe ] +J mdx:e+J dx =< 1.

0 (1+X) 1—|—X x=0 0 1+X 2 0 2
—_——

=e—1

Exercice 2. Nature de séries.

1
nyn

1. Déterminer la nature de la série E
n>1

In(n)

— ——— 0, donc Yn —— 1.

n—+oo n—+oo

In(n)
n

Onavn>1,Yn= exp < ) Par croissances comparées,

On en déduit que

~  —. Par comparaison de séries a termes positifs, la divergence de la série
n Yn notoo n

harmonique entraine celle de la série étudiée.

2. Déterminer la nature de la série Z 3—vm,

n
C’est une série « au gofit exponentiel », que I'on traite de la manieére standard.
Onan?3 V" =exp (2In(n) —In(3) vn).

Par croissances comparées, 2In(n) — In(3) v/n o~ —In(3)vn T T Par composition de
n o0 n o0

limites, on en déduit n? R AL 0, c’est-a-dire 3V, (nfz).
n—-+oo

Par comparaison i une série de Riemann, la série de I'énoncé converge donc (absolument).

In(n)

3.0 idere la séri 1"
n considere la serie Z( ) n

n>2

(a) Montrer que la série ne converge pas absolument.

On a clairement l =0 <ln(n) >
n n

In(n)

Comme la série harmonique diverge, il en va de méme de E ———, par comparaison de séries a
n
n>2
termes positifs. Cela dit exactement que la série de I'énoncé ne converge pas absolument.

In(t)
t

(b) En appliquant le théoreme des accroissements finis a la fonction t — sur un inter-
In(2n) _ In2n+1) In(n)

2n n+1 notoo 4n?

In(t
Soit n > 1. La fonction f : t — n(t)
[2n, 2n + 1], et dérivable sur 'intervalle ouvert 12n, 2n + 1[.

valle pertinent, montrer

est lisse sur RY.. A fortiori, elle est continue sur le segment

D’apres le théoreme des accroissements finis, on peut donc trouver un point cn € 12n,2n + 1[ tel
_ f(2n+1) —f(2n)

que f(Zn+1) —f(2n) = Gni1—2n = f'(cn). En calculant cette dérivée, cela donne
In(2n) In(2n+1) o _ In(cn) —1
o il f2n) —f2n+1) = —f'(cn) = ) .
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L’appartenance ¢y, € 12n,2n + 1[donne ¢, = 2n+0O(1) ~ 2n, donc on a déja cfl o~ 4n?,
n—-+0oo n o0

Par ailleurs, comme ¢, ~ 2n, ce que I'on peut réécrire cn, = (1 +o(1 ))Zn, ona
n—+0oo

In(ch) =1n (1 + o(])) +In(2n) =In(n) +In(2) +o(1) ~ In(n),

n—-+oo
ce qui conclut, par les propriétés multiplicatives des équivalents.

(c) En déduire (sans utiliser le critere des séries alternées) que la série de I'énoncé converge.

N
1
Pour tout N > 2, on note Sy = Z(—1 ik n(n)
n
n=2
2K+1 K
. In(n) In(2k) In(2k+1)
> = 1y — _

Pour tout entier K > 1, on a Syxaq ; (—1) o é ( > P

. . . L. In(2k) In(2k+1)
Autrement dit, (SZK+1 )I@1 est la suite des sommes partielles de la série é ( R T .
D’apres la question précédente In(2k) — In{2k+1) M =o0 L donc la série

pres 1 P "k 2k t1 ki 42 2 \Ga2 )
In(2 In(2 1
Z ( n(kk) — n;kk++1 )> est absolument convergente par comparaison a une série de Riemann.
k>1
Cela démontre I'existence de & € R tel que Syk1 ﬁ 2.
—+o00
Comme par ailleurs In(2K+1) 0 par croissances comparées, on a également la conver-
P K11 Koo 7 parees, o1 @ €3
In(2K+1)

gence S)x = Sy + L par opérations.

2K+ 1 K—+o0

Un théoreme du cours sur les suites extraites garantit alors S PE L, c’est-a-dire que la série
—+00

de I"énoncé converge.

Exercice 3. Un probleme d’occupation.

Dans tout 1’exercice, on fixe deux entiers r,n > 2. On ne cherchera pas a décrire 1’espace probabilisé
fini (Q, P) sur lequel les variables aléatoires sont définies.

On considere r variables aléatoires Xj, ..., X, indépendantes suivant la loi uniforme % ([1,n]).

(Sil'on veut un word problem, on jette successivement et au hasard r boules dans n paniers numérotés.
Pour k € [1,1], la variable aléatoire X est le numéro du panier dans lequel tombe la k-ieme boule.)

1. (Tous dans le méme panier.) Déterminer la probabilité de I'évenement (X; = --- = X,).

On va appliquer la formule des probabilités totales avec le systeme complet d'évenements ((X; = 2))?:]
défini par la variable aléatoire X;. On a

PXj=---=X;) =) P((Xi=---=X))N(X =10)

=1
n

=) PXj ==X =0
=1
n

= Z PX;=4...,X. =10 (conditions équiv., évts égaux)
(=1
n

= Z PXy =40 ---PX; =1 (indépendance des Xy)
=1



1) (X ~ % ([1,n]))
n

2. (Record au dernier lancer.) Pour tout k € [1,r — 1], on note Ay = (Xx < X;).

r—1
(a) Déterminer la probabilité p,;,, de 'évenement ﬂ Ay.
k=1

On suit le méme plan :

r—1 n r—1
P (ﬂ Ak> =) P (ﬂ(xk <X N (X =e)>

k=1 =1 k=1
n
= Z PX; <4,...,. X1 <4LX =1) (conditions équiv., évts égaux)
=1
n
= Z PX; <0 ---PXe1 SOPX =10) (indépendance des Xy)

(b) On garde r fixé. Déterminer lim pyn.
n—-+oo

D’apres le théoreme sur les sommes de Riemann (a droite, mais on ne va pas chipoter),

T& /e L 1
p“ﬁ:n;<n> TI&?Lt dt= 1.

3. (Nombre de paniers occupés). On note N = ‘{Xh co X}

le cardinal de {Xj,..., X} (qui est un

ensemble aléatoire). Formellement, pour tout w € Q, ona N(w) = ‘{X1 (w)y..., Xp(w) } )

(a) Pour tout £ € [1,n], on note O, I'événement U (Xx = 1). Calculer sa probabilité.
k=1

Les évenements (Xy = {) (pour k € [1,7]) sont définis par des variables aléatoires indépendantes,
et ils sont donc indépendants. Pour exploiter cette indépendance, on va passer par les complémen-

taires.
T

OnaQ = ﬂ (Xx = 1), donc, par l'indépendance que I'on vient de signaler,
k=1

P(Oy) :P(h()@:ﬂ)) :ﬁ(1—P(Xk:L’)) = (1—:l>r.

k=1 k=1

)

Ainsi, P(Og) =1 — (1 —

S1=
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(b) Calculer 'espérance ., de N.

~

n
On applique la méthode des indicatrices. Par définition, N = Z 1o,.
(=1

n n -] T
Par linéarité de I'espérance, on a donc E[N] = Z Ello,] = Z P(Oy) =n [1 - (1 — > ]
=1 =1

(c) On garde 1 fixé. Déterminer lim pin.
n—+oo

'
C’est un petit développement limité. On a <1 — l) =1——+o < >, donc

SRS RSN

c’est-a-dire que iy ——— 1.
n—-+oo

Exercice 4. Une équation différentielle a coefficients non constants.

Le but de cet exercice est de résoudre I'équation différentielle du second ordre

2

(T+x")y” =2y =0 (E)
sur R. On en cherchera les solutions a valeurs réelles.

1. On suppose dans cette question avoir trouvé une solution f de (E) qui ne s’annule pas sur R,
c’est-a-dire telle que Vx € R, f(x) # 0. Soit A : R — R une fonction deux fois dérivable. On pose
alors h: x — A(x)f(x).

f'(x)

)7

Remarquons que, puisque f est solution de (E), elle est notamment deux fois dérivable. Ainsi, h est deux
fois dérivable par opérations. On a alors la chaine d’équivalences

Montrer que h est solution de (E) si et seulement si A’ est solution de y’ + 2

=0. (%)

h solution de (E) & Vx € R, (1 4+ x2)h"(x) — 2h(x) = 0
Evx e R, (1+%2) [N()F(x) + 2N (x)F' (x) + Ax)F" (x)] — 2A(x)f(x) =0
& Vx € R, A(x) [(1 +x2) 7 (x) — zf(x)} + (143 [N ()f(x) + 20 (x)f'(x)] =0
&N (x)f(x) + 2N () f (x) = 0

f'(x)

f(x)
& N solution de (x).

EN" %)+ 22N (x) =0

Justifications.

é Formule de Leibniz.

& Le terme entre crochets est nul parce que f est solution de (E), et on peut « simplifier » le facteur
1+ x? parce que ¥x € R, 1 +x* #0.

& on peut simplifier parce que Vx € R, f(x) # 0.

Cela démontre I'équivalence demandée.
2. Trouver une solution polynomiale de degré 2 de (E).

Apres un calcul au brouillon, x +— 1+ x? convient, ce que I'on vérifie aisément.
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4
3. Résoudre y’ + H—szy —0. (¥

X 5 estx — 2In(1 + x?%), donc 'ensemble des solutions est

i 4
Une primitive de x — ——
T+x

1
y* = Vect (X — eizln(]jLXZ)) = Vect (X — W) .

X 2

. Soit x € R. Calculer J s dt a l'aide d"une intégration par parties.
0

Le point-clef est que la fonction t — 5. On va donc chercher a faire

2t
(1+1t2)

T3 @ pour dérivée t — —

apparaitre cette fraction rationnelle dans le calcul.

1
Les fonctions t — tet t — m étant de classe C', on a
X2 1 =2t
— _—dt=— | t——dt
Jo (1+t2)2 2 Jo (1+t2)2

wp 1 1 1" 1
Y (el e )

= 1< X arctanx>
ANEEZE

X

= —arctanx — - —.
2 21 +%x2

. Résoudre (E).

La question @ nous fournit une solution polynomiale a (), a savoir f : x + 1 + x*. Remarquons que
cette solution ne s’annule pas.
D’apres la question |1} si A € D?(R), on a donc que x — (1+ x2)A(x) est solution de (E) si et seulement

/

) ) f 2 ) .
si A est solution de (x) (car r} TX 1+7Xx2’ donc, dans ce cas, I'équation (x) est simplement (%)).

Or, on a résolu (x) a la question |3} on déduit de tout ce qui précede que x — (14 x2)A(x) est solution de
(E) si et seulement si \' € .%,.
Pour conclure, on raisonne par analyse et synthese.

Analyse. Soit h € D?(R) une solution de (E).

h
Onpose A : x +— i _i(_xiz (en utilisant ¥x € R, 1+x% #£ 0), de telle sorte queh:x — (1 +xHA(x).
Puisque h est solution de (E), on en déduit que N’ € ...
On peut donc trouver p € R tel que N : x — ﬁ
Or, pour tout x € R, on a
1 1+ x? B x?
(1+x2)2  (1T+x3)2 142
L x?
IR e
1 1
Puisque, d’aprés la question et le théoreme fondamental, la fonction x +— 7 arctan(x) — 3 1—1—%
est une primitive de x — T onen déduit que x — 7 arctan(x) + ZH-LXZ est une primitive
dex s —1
(1+x2)%
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Puisque deux primitives d'une méme fonction sur un intervalle different d’une constante, on en
déduit pouvoir trouver k € R tel que

w X X
A:x— = |arctanx + —— | + kK =V [ arctanx + + K,
2 1+ x? 1+ x?

N p [ g
oit 'on a posé v = 5 par commodité d’écriture.

On en déduit que h a pour expression

h:x—v ((1 —i—xz)arctanx—l—x) + k(1T 4+x2).

Synthese. Réciproquement, on vérifie par le calcul que x — (1 + x?) arctan x + x est solution de (E).
Comme on sait depuis la questz’onqu’il en va de méme de x — 14 %2, on en déduit (par principe
de superposition) qu'il en va de méme de la combinaison linéaire

X =V ((1 +x?) arctanx+x> + k(1 4+ x%),

quels que soient v,k € R.

In fine, I'ensemble des solutions de (E) est

S = {xn—M/((] +x2)arctanx+x) + k(1T +x%) ‘V,KER}

= Vect (x'—> (1 +x%) arctanx + x,x — 1 +x2) .
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