Lycée Henri-IV (PCSI) TD 06 (indications)

Calculus

Exercice 1
On pourra procéder par 1’absurde.

Exercice 3
Pour la deuxieme question, on pourra utiliser la notion de dérivation pour montrer que si x
sin(x) + sin(ox) est T-périodique, alors il en va de méme de x — sin(x) + o sin(ox).

11 est alors souvent possible de montrer que x +— sin(x) et x — sin(xx) sont individuellement T-
périodiques.

Exercice 9
On pourra calculer les premiéres puissances de 2. Combien ont un chiffre ? deux ? trois ? etc.

A partir de 1a, vous pourrez chercher a énoncer une conjecture précise sur le nombre d’entiers n tels
que 2" ait k chiffres, et chercher a la démontrer a 1’aide du logarithme décimal.

Exercice 10
On pourra utiliser la propriété fondamentale de 1’exponentielle pour montrer que si exp est la somme
de N + 1 fonctions périodiques, alors il existe A € R* tel que Aexp soit la somme de N fonctions
périodiques.

Exercice 12
Dans les deux cas, on pourra rédiger par analyse et synthese, pour plus de souplesse.

(i) Remarquer que 8* = (2¥)3.

(ii) Si (x,y) est solution du systéme, on obtient facilement un systéme somme produit liant x et
y' =2y.
On ne s’alarmera pas si les solutions sont un peu pénibles.

Exercice 18
Essayer de faire intervenir la fonction tangente hyperbolique (cela méne & des disjonctions de cas).

Exercice 19
Comment ferait-on s’il s’agissait de (co)sinus « usuels » et pas hyperboliques ?

Exercice 26
On pourra essayer de traduire I’énoncé en termes de la fonction




Exercice 27.

a 1
Dans les deux cas, on peut avoir envie « d’identifier » et de conclureque | b | = | 2 | estlaseule
C —1

solution.

Cependant, rien ne justifie a priori cette identification. Il faut essayer d’obtenir des renseignements
indirects sur a, b et ¢, par exemple en considérant certaines valeurs particulieres de x, voire en in-
troduisant une fonction fqp ¢ : x — ae® + be* + ¢ et en étudiant ses limites, sa dérivée, ou d’autres
caractéristiques.

Une fois le raisonnement fait, on verra si notre envie d’identification était justifiée.

Exercice 28
Pour la premiére question, étudier la fonction.

Exercice 37
Parmi les nombreuses fonctions dont la positivité conclurait, on pourra en choisir une dont la dérivée
ne fait plus intervenir que des fonctions trigonométriques.

Exercice 42
D’une maniere ou d’une autre, il faut se ramener au cas d’égalité des (co)sinus.

Exercice 46
Remarquer qu’on ne demande que la dérivée n-ieme (et pas toutes les dérivées). Essayer d’exprimer
fny1 en fonction de f;,.

Exercice 47.
On pourra procéder par récurrence, en remarquant que l’expression cos?(f(x)) = cos’(arctan(x)) se
simplifie.

Autocorrection

Autocorrection A.

1. On montre facilement que la somme de deux fonctions paires (resp. impaires) est paire (resp.
impaire).
Traitons par exemple le cas impair.
Soit f, g : R — R deux fonctions impaires. Montrons que f + g est impaire.
Soitx € R.Ona

(f+ g)(=x) = f(=x) + g(—x)
= —f(x) — g(x) par imparité de f et de g

—(f+9)(x),

ce qui démontre que f + g est impaire.

En revanche, on ne peut pas déterminer le sens de variation de la somme d’une fonction paire
et d’une fonction impaire. Donnons deux arguments en ce sens.



» Considérons la fonction

Cette fonction est la somme de x — 1 (paire) et x — x (impaire). Pourtant, on vérifie aisé-
ment qu’elle n’est ni paire, ni impaire, car f(—1) = 0 et f(1) = 2, qui ne sont ni égaux ni

opposés.

» On a vue que toute fonction se décomposait (en fait, d"'une unique maniére, méme si cela
n’importe gueére ici) en une somme d’'une fonction paire et d'une fonction impaire. Le fait
d’étre somme de deux telles fonctions n’apporte donc aucune information sur la fonction
somme. En particulier, il n’y a rien a dire sur son sens de variation.

R— R
x — 14 x.

En résumé, on a la « table d’addition » suivante.

+ paire impaire
paire | paire ?
impaire ? impaire

. La parité de deux fonctions détermine la parité de leur produit, selon la « table de multiplica-

tion » suivante.

X paire impaire
paire paire  impaire
impaire | impaire paire

Montrons par exemple que le produit d"une fonction paire et d"une fonction impaire est une

fonction impaire.

Soit doncp : R — Reti: R — R deux fonctions, paire et impaire, respectivement. Montrons

que le produit pi est impair.
Soitx € R.On a

ce qui conclut la preuve.

. La parité de deux fonctions détermine la parité de leur composition, selon la « table de compo-

sition » suivante.

o paire impaire
paire | paire  paire
impaire | paire impaire

Montrons par exemple que la composée (dans 1'un ou I’autre sens) d"une fonction paire et d"une

fonction impaire est une fonction paire.

Soitdoncp:R — Reti:R — R deux fonctions, paire et impaire, respectivement.

Soitx € R.On a

(poi)(=x) =p (i)
=p (=ix))
= (ix)
= (poi)x),
ce qui montre que p o i est paire.
De méme, on a
(iop)(—x) = (p(—x))

ce qui montre que p o i est paire.




4. La composée h o f est paire, si f est paire. En effet, soit x € R. On a

(hof) (—=x) =h(f(—x))
— h (f(x)
= (hof)(x).

En revanche, il n’y a rien a dire sur une composée h o f, si f est impaire. Par exemple, si h n’est
ni paire, ni impaire et que f = idr (qui est impaire), onahof = h.

5. Que f soit paire ou impaire, il n’y a rien a dire sur la composée f o h. Par exemple, si h : x —
1 4 x, les fonctions x — (1 + x)* (correspondant a la fonction paire f : x > x%) et x = 1 4+ x
(correspondant a la fonction impaire f = idg) ne sont ni paires ni impaires.

Autocorrection B
L’expression a un sens pour x > 1 eton a

In(ln x) (ln (Inx)
=exp

X Inx
Inx

In x) =exp (In(Inx)) =Inx.

Autocorrection C

(@ D=D'=R* f'(x) = i—? exp(—a/x?);
(b) D=D'={x € R|x # 0 (mod m)},

(2ax + b) sin(ax? + bx + 1) sinx + cos(ax? + bx + 1) cos x _

Pl == sin? x ’
(c) D=D’ =]—00,—alU]0, +oo0l,
iy a a ayx
f(x)_<ln<1+x>—a+x> (1+3)
COS X sinx
A D=D =R f(x) = osxsmx
@ N = ot
(e) D:D’:]—z,+oo[,f’(x) = <ln(ax+b)+ ax+b> (ax +b)*;
(f) D:R+,D':Ri;,f'(x):1—$;
! ! _ 1 .
(g) D=D —R,f(x)—zchx,
# six >0
(h) D = [—\fZ,\fZ},D’:]—\fZ,O[U}O,\fZ[,f’(x) — V2
—ﬁ SiX<O;
—x
1
six >0
() D =1—00,~2 U [0, +00], D’ = |00, ~2[U]0, +oo], #/(x) = { (1 FXIVXI+2x
— six < —2;

6 D= {xer|x2 -] mod 20}, 0 = {xer|x# ] (modn()]}+X)\/m
2 : " |

sicosx >0

1
f'(x) = —1signe(cosx) =191 2

2 7 sicosx < 0;



(k) D=D'={x€R|x#0 (mod 2n)}, f'(x) =
1) D=D'

(m) D=D'={x € R|x # 0 (mod 7/2)}, f'(x) =

(p) D= |:)

KEZ
(r) D=D’

(t) D=D’
(uy D=D’
(v) D=D'

(w) D=D’ =

(x) D=D’'=

(y) D=

(zy D=D’

sin?(2x) ’
(n) D=D' =R, '(x) = (8 + 20) cos ((ZX + 5)2) ;
—1
D=R_,D=R*,f =—
(0) (x) 00V
1],D’:];,1[,f/(x): 1 ;
2V1 —x2 arcsinx—%[
m 1+ tan®x
) D= —— 4 7k, — +7{k D' = —— 4+ 71k +7rk =
U [ J kLeJZ} 470y T VT tanZx
=R, f'(x) = ch(x) sin(x) + sh(x) cos(x) ;
14+ 2yx
(s) D=Ry, D' =R}, f'(x) = —F——;
i " 4/x\/x + /X
B yoy . shx
=R ) = 1+ chx’
=R%, f'(x) = (Inx + 1)x*
— 11, 400l f'(x) = <% _sinx In(1 +x);
14+x
U 12mk, o+ 2k, /(%) = .L;
sin x
KeZ
shx
R .
0 =
h(arcsin x)
[-1,0[U]0,1], D’ =]—1,0[U]0, 1], f'(x) = ——< ;
’ ’ ’ ’ o) V1 —x2 sh(arcsin x)?2
4sin® x
LR f(x) = 05X .
(x) (cosx +2)4 + (cosx +2)°
. 1
=RY, f(x) =

(x) D=D’

(B) D=D"=
=R, f'(x) = 3x* cos(5x + 1) — 5x> sin(5x + 1);

(y) D=D'

(5) D=D'

() D=D'=

() D=D"=

(M) D=D"=

(6) D=D'

(1) D=D’

=R* f'(x) =

=R\ {£V2}, f'(x) = =2

sinx cos?x (cosx —3)

(1 —cosx)3 !

1 1 1
=R%, f'(x) = <x — xz) cos <lnx+ x) ;

sin(2x) — 2(x + 1) cos(2x)

(x2 + 1)arctanx;
f'(x) = (Inchx + x thx) (chx)*;

_ oy cos(xz)_
=R\ {i\/nn‘n e N}, f'(x) = zxsinz(xz) ;
eX
R, f'(x) = e

R, f/(x) = (3)( +4x + 3)ex3+2x2+3x+4;

2x +1
R, f’ exp (VX2 +x+1);
x) = 2Vl tx+1 P ( )
1 2el/x
2x3sh? (L) x2(elx— 1)
x cos(2x) 4 (x? — 2) sin(2x) .
(x2 —2)? ’

5



Tt

(k) D=D' = U}nk—g,mar 7

kEZ

[, f'(x) = —2tan(2x);

1 six<Ooux>1

(A) D=R\{1},D' =R\ {0, 1}, f'(x) = signe(x(x — 1)) = {_1 si0<x<1:

1

(H) D:[1)+OO[ID/:]1)+OO[I1:/(X):_ ’
x2 —1
1
(v) D =]—00,—1]U]1, 400[, D' = ]—00, —1[U]T, 400, f'(x) :W;
(£) D=D' =11, +ool, f'(x) = —1—;
x Inx
(0) D=D" =le,+o0l, f/(x) = ——
xInx Inlnx
() D =D’ =R*, f'(x) = cosx sin T —lcos T sinx;
X x? X
() D=D' =R f,(x)_xsinzx—i-x2 sinx cosx
' 1+ x2sin’ x '
2
() D=D' =R\ {J+mk|kez}, f(x) = ——;
(t) D=D’' =R, f'(x) = —sinx e%*;
1—x?
D=D'=R,f(x)= —
(v) (%) 01272
—T six >0
(@) D=R,D' =R f(x)={ o~
Chix SiX<O;
(x) D=D' =R\ {nk|k € 7}, f'(x) = X,
sin” x
2x
D =[-1,0{uU]0,1], D' =1-1,0[U]0, 1[, f'(x) = ;
(11)) ’ ) ) ’ ( ) aI‘CSil’I(XZ) T2 p
X
() D=D' =[x € R|e* +sinx > 0}, f/[x) = =X
eX 4 sinx



