Lycée Henri-IV (PCSI) TD 14

Suites I1

Analyse asymptotique

Autocorrection A 4
Soit (un)n une suite réelle. Ecrire les assertions suivantes sous des formes plus simples.
. 1 1
Duy, ~ —+-—=;
(@ un nleo 2n T 12m2
n?+2n+3 )

7

(i) n nteo  3n3—n
n+n?

n—+oo InNN — 1

= (0 (5)) (5 o ()

v u“_n—>0+oo n2 n—>o+oo n n—>o+oo Inn ’

(iii) un

(Vl) Un = nﬂ(ztoo(n) N nHOJroo(n) ;
(Vi) un=_ o (M)— O (n);

(viil) un = (14 o (1))vn.

Autocorrection B 4

Soit (un )n, une suite réelle. Classer les assertions suivantes de la plus forte (c’est-a-dire la plus contrai-
gnante) a la plus faible. Il peut y avoir des ex-aquo.

i) up —1; vi) upn = o (n);
n—-+oo n—+o0
(i) tn = exp ( o (1 )) ; (ViD) wn o~ T
n—-+oo
(i) wn = n~>O+oo(n) ! (viil) up =1+ n—>O+oo <n) ;
(iv) un:1+n_8roo(1); () = O (1);
] n—-+oo
(V) un=1+ o (n>; () un =1+ O (1).
Autocorrection C 4
Soit (Un)nen, (Vn)nen et (Wn)nen € (Ri)N telles que wy, ~ up etvn € Nyu, < vy < wy.
n—-+0oo
Montrer que v, ~ un.
n—-+oo
Autocorrection D 4
Soit (Un)nen et (Vnlnen € RN. Y a-t-il une implication logique entre les assertions u, ~ v, et
n——+oo

Up,=vn+ o (1)?
n—-+oo



Autocorrection E. «
Donner un équivalent simple des suites dont les termes généraux sont les suivants.

. 3nt—2n? 41 2In(1+ 4 S —vnZ+1
() ——=——: (vi) M ; (xi) n—n—i-z ;
2n° + 1 tan & 5(Inn)3 —2n

(ii) M—n—’_] i) 1 2 1 1: nl 4+ et

I nid (i ntnr 2 - ntn b 15y 25
1 (vii) (2n + Inn2)e (1), +
(iii) In (1 +n2+1 ; 1 1

2 xiii) —— — ——;
. (oo DD, R
(iv) In <> ; n+1 ,
n ST (xiv) Vn+l—vn—1;

.. T .

) sinsin — ; (x) Jm—ntl1’ (xv) vIn(n+1) —In(n—1).
Exercice 1 v
Classer les suites par ordre de négligeabilité les suites dont les termes généraux sont les suivants.

() 1 1 Inn Inn 1 1
n’'n?’ n’ n?2’lnn’ninn’
2

(i) n,n?,nlnn,/nlnn, %, l;lin
Exercice 2 -
Déterminer un équivalent des suites dont les termes généraux sont les suivants.

Q) 2yn—vn+1—vn—1; () "Vn+1-— ¥n.
Exercice 3 v
nZ+4n 2k — 1
Déterminer un équivalent de H —_—
k=n2+1 neN*
Exercice 4 4
Déterminer les limites des suites dont les termes généraux sont les suivants.
1 ( ) n\/n+1
i . iv) ———;
@) n ln(1+n2+1>’ (4 1)V
-] n
(11) (1 —|—Sll’1n> ; ) nZ((n+])1/n_n1/n);
1"
P . . . n n n
o (rind)” -
Exercice 5 (4

1 n
Pour n € N*, on définit u, = (1 + n) .

1. Montrer que (un)nen+ converge et déterminer sa limite.

2. Montrer que (un)nen+ est croissante a partir d'un certain rang, par exemple en étudiant le quo-
tient de deux termes successifs.



Exercice 6.

1. Montrer que toute suite équivalente a (2")ncn est strictement croissante a partir d'un certain
rang.

2. Construire une suite équivalente a (n)nen qui ne soit pas croissante a partir d'un certain rang.
Méme question pour (N?)nen.

Exercice 7 4

Pour n € N*, on pose S,, = Z
\/>

1 1

1. Justifier que pour toutn € N*,ona —— < 2(vVn+1—+yn) < —.

2. En déduire la limite de (S )nen+, puis déterminer un équivalent simple de (S )nen-.
Exercice 8 -

[~ |
Montrer que Z k! AL
k=0

Exercice 9

Soit (un)nen et (vn)nen deux suites réelles divergeant vers +oo.

Onsupposeuy, = 0 (vn).
pp n n—>+oo( n)

Montrer qu’il existe une suite (W )nen tellequeun = o (wp)etwy= o (vn).
n—-+oo n—-+o0o

Exercice 10.

Montrer qu'il existe deux suites (un )nen et (Vn)nen tellesqueu, = O (vq)sansquevy, = O (uy,)
n—+oo n—-+oo

ouuy = n_}o+oo(vn).

Exercice 11
Soit (un)nen et (vn)nen deux suites ne s’annulant pas a partir d’un certain rang.

Déterminer, en justifiant, si chacune des assertions suivantes est vraie ou fausse.

(i) Siu, ~ wvp,alorse'™ ~ e'm,
n—-+oo

n—-+oo
(ii) e ~ e sietseulementsiu, —vy = o (1)
n—H—oo n—-+oo
(iii) Siun ~ vnetu, > 0a partir d'un certain rang, alors In(u,) ~ In(vn).
n—-+oo n—-+oo
(iv) Siu, ~ wvypetu, — +oo,alorsIn(w,) ~ In(vy).
n—-+oo n—+oo n—+oo
Exercice 12 : v
Soit u une suite décroissante telle que w, + Wn41 Yo Déterminer un équivalent simple de u.
n—+oo0 M
Exercice 13" 9
2n
. N . 1
Soit u € R™ une suite tellequeu, = o — |. Montrer Z u, — 0.
n—+oo \ N o n—-+oo
=n



Etudes de suites récurrentes et implicites

Suites récurrentes

Autocorrection F. : «
Etudier la nature de la suite (i, )ney définie parup =TletvVn € Nyun =un + —-.
u?
Autocorrection G. : «
Etudier la nature de la suite (i, )ney définie par up = —3 etVn € Nyup =un + ulzi.
Exercice 14 4
L . e 1 uZ +u,
Etudier la nature de la suite (un)nen définie par uy = 7 etvn € Nyu,q = .
Exercice 15 (Méthode de Héron).
. . . . 1 a
Soit a € R’}.. Soit (un)nen une suite définie par 1y > 0 et, pour toutn € N, uy 41 = 7 <un + u> .
n
’ R} — R
1. Etudier la fonction f : o 1 ( a) . Montrer que pour tout x > v/a, on a f(x) < x.
X =[x+ —
2 X

2. En déduire que pour tout n € N*, u, > v/a et que la suite (wy )nen+ est décroissante.

3. En déduire que la suite (u,)nen converge et déterminer sa limite.
Exercice 16
On considere les suites (1, )nen Vérifiant la relation de récurrence Vn € Ny u, 1 = eln(uy).

1. Etudier la nature de (un)nen dans le cas ot uy > e.

2. Quediresiuy <e?
Exercice 17. v

—00,2 R
Soitf:{] 00,2] = .
— V2—x
On considére une suite (w1 )nen définie par uy € |—o0, 2] et, pour tout n € N, w41 = f(un).
1. Pour quelles valeurs de uy la suite (un)nen est-elle bien définie ?

2. On suppose que 1 a une telle valeur.
Montrer que (un)nen est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 18

B 2
Etudier la nature de la suite (un)nen définie parup =TetvVn € Nyup 1 =14+ —.
n



Couples de suites

Exercice 19 (Moyenne arithmético-géométrique) 4
Soit a > b € RY. Soit (tn)nen et (Vn)nen deux suites définies par up = a, vo = b et pour toutn € N,
uw + AY) . . 20 7
Upy) = % et vini1 = V/Unvn. Montrer que ces deux suites sont bien définies et qu’elles sont

adjacentes.

(La limite commune de ces deux suites est, par définition, la moyenne arithmético-géométrique des deux
nombres a et b.)

Exercice 20

Soit x > 1. Soit (un)nen et (vn)nen deux suites définies par uy = x, vo = 1 et pour tout n € N,

Uy +v 2u,v . e ,
Upy] = % etvhi = ﬁ Montrer que (un)nen et (vn)nen sont bien définies, qu’elles sont
n n
adjacentes et calculer leur limite commune.

Suites implicites

Exercice 21 4

1. Montrer que pour tout n € N* I'équation x™ +x™~' + .- +x = 1 possede une unique solution
dans R,. On la note x;,.

2. Montrer que pour toutn € N*,ona 1/2 <x, < 1.
3. Montrer que (xn)nen+ est décroissante.

4. Montrer que (xn)nen+ est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 22. 9

. R — R
Pour tout n € N*, soit fy, : { 5
X = x> +nx—1.

1. Montrer que pour tout n € N, il existe un unique réel u, tel que fn(u,) = 0.
2. Montrer que la suite (U, )nen+ ainsi définie est décroissante.

3. Montrer que la suite (u,)nen+ converge, puis que sa limite est 0.

Asymptotique

Exercice 23 v
Soit u € RN telle que up > 0 etVn € N,u, 7 = arctan(u,).

1. Montrer que u est a valeurs > 0 et converge vers 0.

3

w . L.
2. Montrer que un41 — Uy~ —?“, et obtenir un équivalent de .
n—oo

Exercice 24. : X~
Soit u € RY définie par up > 0etVn € Nyu, 1 = u, + —. En donner un équivalent.

Un
Exercice 25" Mines

1
On définit la suite x € RY parxo > letVn € Nyxpp1 =xn + I

. En déterminer un équivalent.
nXn



Exercice 26.

1. Soit P € R[X] un polyndme unitaire, de degré 3, possédant trois racines distinctes a, b et c.
Exprimer les coefficients de P en fonction de a, b et c.

Pour toutn € N,onnote P, = X> — (n +2)X?> + 2n+ 1)X — 1 € R[X].
2. Montrer que, pour n assez grand, P, posséde trois racines an, by, et ¢, vérifiant

2n+1 ¢
3 w

O<apn<l<bp<i<

3. Déterminer des équivalents simples des suites a, b et c ainsi définies.

Exercice 27 %4
Pour tout n € N*, soit fpy : x — x° + nx — 1.

1. Montrer que pour tout n € N*, il existe un unique réel u, tel que f(u,) =0, etque u, € [O, n} .

1
2. Montrer que u, ~ —.
n—oo M

1
3. Donner un équivalent simple de < — un)
n neN*

Exercice 28 4

1. Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique nombre réel x,, tel que x, + ¢/xn =n.
2. Déterminer la limite, puis un équivalent simple de (xn)nen.

3". Donner un développement asymptotique a trois termes de (xn)nen.

Exercice 29

1. Montrer que pour tout n € N¥, I'équation x + Inx = n possede une unique solution dans R,
que l'on notera u,.

2. Déterminer la limite, puis un équivalent simple de la suite (X, )nen-.

1 1
3". Obtenir le développement asymptotique u, =n —Inn + n1(1n) + o (n(n)) .

Exercice 30"

T T
1. Montrer qu’il existe un unique x, € |nm— 5y + 5 [ tel que tan(xn) = /Xn.

2. Déterminer la limite, puis un équivalent simple de (xn )nen.

3. Obtenir un développement asymptotique a quatre termes de (xn)nen.



