Lycée Henri-IV (PCSI) TD 30 (indications)

Factorisation des polyndmes et décompositions en éléments simples

Exercice 17
On pourra commencer par montrer que toutes les racines de P appartiennent a {j, j}, ce qui était
d’ailleurs un exercice dans une feuille précédente.

Exercice 18
Pour la deuxiéme question, on pourra partir du produit, utiliser la formule d"Euler puis, dans chaque
facteur du produit, une factorisation permettant de faire apparaitre la valeur P(1) =n + 1.

Exercice 19.
On pourra commencer par factoriser le polyndéme T, — 1, oit 'on a noté Ty, le (2n)-ieme polynome

" N kTt
de Cebysév. A partir de 1a, on pourra mettre la main sur un polynéme dont les 5 — 4 cos <n> sont

racines doubles, puis appliquer une relation coefficients-racines.

Exercice 20.
Pour la deuxiéme question, on pourra se demander a quoi ressemble la décomposition en facteurs
irréductibles d"un polyndme a valeurs positives.

Exercice 25

"

et —, respectivement.

Il s’agit de décomposer en éléments simples 7' xp & P

Autocorrection

Autocorrection A

Premiere méthode. On utilise la formule du bindme de Newton :

donc ce polynome est divisible par X2.
Deuxiéme méthode. Notons P = (X + 1) — nX — 1. On observe :
» queP(0) =(0+1)"—m0—1=0, donc 0 est racine de P;
» queP’ =n(X+ 1) —n,doncP’(0) =n1™" —n =0.

On a donc py(P) > 2. Comme X P) divise (par définition) P, on en déduit que X? divise P.



Autocorrection B.
Un calcul direct montre que P(i) = P’(1) = 0.

D’aprés la caractérisation différentielle de la multiplicité, cela entraine que i est racine multiple de P,
c’est-a-dire ;i (P) > 2.

Comme P est un polyndme a coefficients réels, cela entraine p_;(P) > 2.

On en déduit que X2 +1=(X+1)(X—1) divise P (en utilisant le caractere absolu de la divisibilité).

Autocorrection C
Comme P divise Q> — Q, on peut trouver R € K[X] tel que Q*—~Q=RP.

Pour tout n € N*, on note D(n) 'assertion « P divise Q™ — Q ».

Montrons Vn € N*, D(n) par récurrence.
p

Initialisation. Pour n =1, Q"™ — Q = 0 est divisible par tout polynéme, ce qui montre D(1).
Hérédité. Soit n € N* tel que D(n). Montrons D(n + 1).
On sait que P divise Q™ — Q, c’est-a-dire que 1'on peut trouver S € K[X] tel que Q™ — Q = SP.

On en déduit Q™' —Q? = QPS, puis Q"' —Q = (Q™"' —Q?) + (Q*—~Q) = SP+RP = (S+R)P,
ce qui montre D(n + 1), et clot la récurrence.

Autocorrection D

2m
On utilise ici la notation classique ¢, = exp (1) .
n

(i) SurC:X*+X+1=X—-j)(X-7);
Sur R, le polyndme est irréductible.
(i) Sur C:X* —4 = (X2 = 2)(X2+2) = (X — vV2)(X + V2)(X — V21) (X + V2i).
SurR: (X — v2)(X + v2)(X* +2).
(iii) SurC:X*+1=(X— ) (X— Cg) (X— Cg) (X— Cg) (les racines sont les racines quatriemes de —1).
Sur R, on rassemble les racines conjuguées :
XP 41 = (X = 28) (X — @) (X — )X — )
= (X=X = )] [(x = x -]

= <X2—f2X+1) (X2+xfzx+1).

(v) Sur€:x6+27 = T (Xx—wiv3) = T (x=v3ch).

welg kel0,11 ]
k impair

Sur R (un petit dessin aide),
X427 = [(X=v32n) (x=v3e)] [(x=v31) (x+v31)] [(x=v3&) (x=v3D,)]
= (X2 —3X+3)(X% +3)(X* + 3X + 3).
(v) Sur C:
XE=X+1)2+1= [(XZ—X+1) —i} KXZ—X+1> +i}

_ (xz—x+(1 —i)) (xz—x+1 +i)
= (X+1)(X— (T +1)(X =) (X = (1—1)).



SurR:
X2 =X+ +1=[(X+ )X =] [(X=(1+1)(X—(1-1))]
= (¢ +1) (¢ -2x+2).
(vi) On se rend compte (soit successivement soit, si I’'on sent 1’arnaque, en vérifiant que les pre-

mieres dérivées du polyndome ont 1 comme racine) que (X — 1)* divise le polynéme. On obtient
alors

X2 —10X* +25X3 —25X2 + 10X — 1 = (X = 1)3(X? = 7X+1)

7+3V5 7—3v5
o) o),

ce qui est a la fois la décomposition dans R[X] et dans C[X].

(vii) L'indication montre qu’il existe une racine z telle que la somme des trois racines vaille 2z.
D’apres les relations coefficients-racines, cette somme vaut en fait 8, donc on obtient que 4
est racine. Ainsi,

X3 —8X2+ 23X —28 = (X —4)(X? —4X +7),

ce qui est la décomposition dans R[X].
La décomposition dans C[X] s’obtient alors immédiatement :

X3 —8X2 4+ 23X —28 = (X —4)(X— (2+V31)(X = (2—v31)).
(viii) L'indication nous permet d’obtenir une factorisation de la forme
XY 412X =5 = (X =2X+ a) (X2 + bX +¢),

d’ot1 I'on tire immédiatement b = 2 puis, rapidement, a =5etc = —1.
Ainsi,

X4+ 12X=5= (X2 =2X+5) X +2X—1) = (X2 = 2X + 5)(X+ 1+ V2)) (X + 1 —V2),

ce qui est la factorisation dans R[X].
On obtient alors la factorisation dans C[X] :

X 412X =5=(X—(14+20)(X = (1 =2i)(X+T1+V2)(X+1—2).

Autocorrection E

(i) ¥x € C\ {1 2}X—3—x+3—L+ °
y ’(x—])(X—Z)_ x—1 x—2
x4+ x4+ 1 11 T—i 1 T+i 1
(11) X € \{ ) l}’x3+X2+X+] 2x+]+ 4 X—1+ 4 x+1i
(iii) VXEC\Uzbﬁ—]‘FEX_]+zx_i_§x+l_ix+i'
x?+1 1 5 5
i C,\{1,2,3 = - ’
(lV) Vx € )\{) ) })(X_])(X_Z)(X_3) x—1 X—2+X—3
103 4 4 1 I
+2, 4 = )
(v) vx € C\ {£2, l}’(X2+1)(x2—4) x+2+x—2+x—i+x+i
5 1 1 V31 V3

N v C _10..2 - _ — .
(Vl) X € \{ yUy D) }’(X+1)5*X5*1 x X+]+ ) X*j 4 Xf]'Z

3



Autocorrection F.

: 1 L (O A G 1) I BN
R e R r= R — = 2D (1)t
.. X! 1 1

(ll) VXEC\Un,ﬁ—E Z X—w.
weln
Xt —1 2 w
(lll) VXGC\(UZH\Un)am:]"‘E Z m
wEUZn\Un

Autocorrection G

I SEE A B B
(x—1)3 (x—1)2 (x—1)2 x—-1
1T 1 1T 1 1 1

1
.o _1 - = I — M
(i) vx € C\{ ’3}’(7(—}—1)2(3_7‘) ]6x—3+16x+1+4(x+1)2’
1 11 11 11 T
(i) ¥ € CAED o 12 ™ = x+ 17 8x—1 8x+1 dx+172 2Zxt 1)’

(i) vx € C\{1},

7x% +dx — 4 T 1 2 1
i 0,2} —— 5 =—-t 5+t —5— /
(IV) \V/XGC\{) }’ X4—4X2 X+X2+X_2 X+2
3x —1 5 1 5 4
1,0}, —— =2 — - /
(v) ¥x € C\{ >0},X2(X+1)2 x X2 x+1 (x+172’
31 12 7
. n X7 _ 4 .
(V1)VXG(C\{},(X_2)2 X + +X_2+(X_2)2

Autocorrection H
Le théoréme hors-programme garantit I’existence de «, 3,7, d, €, (,n € R tels que

xP x4+ 1 o« Px+y  dx+te x+m
0. +i AT =
e CAOHL ey x x4l (A1) (1)
4
xT+1

_ 1
TZe3 T Ze)3
(I’égalité est donc notamment valable sur R*). En utilisant I'unicité de la décomposition d'une fonc-

tion en somme d’une fonction paire et d"une fonction impaire, on en déduit

x4+ 1 o4 Bx ox x
2 3= T3 Row, 7T 2 3
VXGC\{O :l:l} X(X +1) X x4+ 1 (X +]) (X +])
7 ! Y € n

2 ) A I IR R A SR DER

Coup de chance, la partie paire est déja un élément simple, donconay =¢e =0etn =1.

On utilise alors les techniques classiques sur la premiere décomposition en éléments simples.
X +1

» En « chassant » le x au dénominateur puis en prenant la limite en 0, « = lim -————— = 1.
x—0 (x2 4 1)3

» En « chassant » le (x* + 1)® au dénominateur puis en prenant la limite en i (whatever it means), il

4
. . X S e .2,
vient (i = lim , c'est-a-dire (i = —, c'est-a-dire { = —2.
x—1 X 1
» En considérant la limite de x — xf(x) en +oo, il vient 1 + 3 = 0, ¢’est-a-dire f = —1.



A ce stade, on a

xt 41 1 X ox 2x

oo x £ T — :
Yx e CALD, l}’x(xz—i-1)3 x x2+1+(xz+1)2 (x? +1)3

En évaluant en 1 (par exemple), on obtient la valeur manquante 6 = 0.
In fine, on obtient la décomposition en éléments simples sur R :

X ex4+1 1 x N 1—2x
x(x2+1)P3  x x2+1 (2413

Vx € C\ {0, +i},

Ca aurait pu étre pire!



