Lycée Henri-IV (PCSI) 17 octobre 2025

Deuxieme composition de mathématiques [corrigé]

Exercice 1. Interro de calcul du vendredi.
1. Soit x € R. Linéariser cos(x)°.

Ona

COS

/—\

e'LX + e'LX>

( ox | gel™ 41 15e12% 420 4 15¢ 1% + g1 + e_ié") (binéme de Newton)
(cos(6x) + 6 cos(4x) + 15 cos(2x) + 10)

3 15 5
=3 cos(6x) + e cos(4x) + 3] cos(2x) + ﬁ'

14+ (=1
2. (a) Montrer Vi € Z, # = 1 pair)-

Soit L € Z.
» Si{est pair,ona (—1 )Y =1 donc

' — 1 donc

T+ (1)t
T = Mepain

» Silestimpair,ona (—1)
Dans les deux cas, on a donc

(b) Soit q € Cetn € N. Calculer Z <n> q~.

kelon]
k pair

D’apres la question précédente,

n
n n
E qk = E ]l(k pair) qk
k k
kelon] k=0
k pair

k=0

1« <n> S C K
=52 [ )a 52 (=g

24\ 2

d’apres le bindme de Newton.
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3. Soit n € N*. Calculer les sommes doubles :

@ ) ij, ® Y @2i-Dj

1<i,j<n 1<igjgn

» La premiere somme est rectangulaire et a variables séparées, ce qui permet de la factoriser :

> - (2
1<ij<n

nn+1) nn+1)2n+1)
2 6
n?m+1722n+1)
12 '

» La deuxieme somme est triangulaire, et on la traite comme telle :

nooj

Z (2i—1)j ZZ 2i—1)

1<igj<n j=1 i=1
n j
= Z] Z (2i—1)
i=1

= Z]’ : <j : HQJ_”) (somme arithmétique, par exemple)

Exercice 2

1. Soit E un ensemble et f : E — E une application. Montrer, par double implication :

fof=f& Wy e flE], fly) =y.

Sens direct. Supposons fof = f.

Soit y € f[E].

On peut donc trouver x € E tel quey = f(x).

On en déduit f(y) = f(f(x)) = (fof)(x) =f(x) =y, ce qui conclut.
Sens réciproque. Supposons Vy € f[E], f(y) =y.

Montrons fo f =1,

» Les (co)domaines sont les bons : les deux fonctions sont E — E.
» Soit x € E.

En appliquant I'hypothese a y = f(x), qui appartient bien a f[E], on obtient f(y) =y, c’est-a-
dire f(f(x)) = f(x), c’est-a-dire (f o f)(x) = f(x).
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2. Soit E, F et G trois ensembles et f : E — F, g : F — G deux applications. Montrer 1'équivalence

f injective

g o f injective & { e
gi¢[E) Injective.

On procede par double implication.
Sens direct. Supposons g o f injective.

» Le cours garantit déja que f est injective.
» Montrons gjgg) injective.

Soit y1,y; € f[E] tels que gi¢g (Y1) = gjeg (Y2), cest-a-dire tels que g(y1) = g(y2).

Commey; € f[E], on peut trouver x; € E tel queyy = f(x1). De méme, on peut trouver x; € E
tel que yp = f(x2).

On aainsi (gof)(x1) = g(y1) = g(yz2) = (g o f)(x2), donc x1 = x2, par injectivité de g o f.
On en déduit yi = f(x1) = f(x2) = y2, ce qui conclut.
Sens réciproque. Supposons f et gj¢g) injectives, et montrons g o f injective.

Soit x1,x2 € E tels que (g o f)(x1) = (g o f)(x2).

On a done g(f(x1)) = g(f(x2)).

Comme f(x1) et f(xz) appartiennent a f[E], on peut réécrire cette égalité geg) (f(x1)) = gy (f(x2)).

Par injectivité de g, on en déduit f(x1) = f(x2).

Par injectivité de f, on en déduit x1 = x2, ce qui conclut.

3. Soit f : R — R et (An)nen une suite de parties de R telle que U AL =RetVneN;A, C A .
neN
(a) Montrer que f est croissante si et seulement si pour tout n € N, la restriction de f a A, est
croissante.

» Supposons f croissante.
Soit n € N. Montrons que f 5, croit.
Soit x1,x2 € A tels que x1 < x2.
Par croissance de f, on a f(x1) < f(xz), c’est-a-dire o (x1) < fja, (x2).
» Supposons que, pour tout 1. € N, la restriction f|5 soit croissante. Montrons que f croit.

Soit x1 < x3 deux réels.

Comme U A, =R, on peut trouver ny,m, € N tels que x1 € A, et x2 € Aq,.
neN

Une démonstration par récurrence (trés semblable a ce que I'on a fait sur les suites strictement
croissantes au devoir précédent!), montre que I’hypothése Yn € N, An C Ay entraine la
propriété de « croissance » Vp,q € Nyp < q = Ap C A,

En notant N = max(nj,ny),onan; < Netn, < N, donc A, C Anet Ay, C AN. Onen
déduit que x1 et x; sont tous deux éléments de An.

Comme f5 croit, on a o (x1) < flay (x2), cest-a-dire f(xq) < f(x2), ce qui conclut.
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(b) Construire un exemple de suite (A, )nen et de fonction f : R — R montrant que la question
précédente devient fausse en remplagant « croissante » par « bornée ».

Considérons, pour tout n € N, Ay, = [-n,n] et f = idg.
» Il est assez clair que Vn € Ny A C Apig.

» Une démonstration trés proche du cours montre que U A, =R

neN
» Montrons que pour tout n € N, la restriction de f a A,, soit bornée.

Soit n € N. Montrons 3C € R : ¥x € Ay, ‘f|An(x)| <n.

Candidat : C =n.
e Onabien C e R.
e Pour tout x € Ay, ona |fia, (x)| = |f(x)]| = x| <n.
» Montrons que f n’est pas bornée, c’est-a-dire que VC € R : 3x € R : [f(x)| > C.
Soit C € R.
Candidat : x = |C| + 1.

e Onabien x € R (et méme x € [1,+00]).
o Ona}f(x)] = ]ICI—H] =IC[+1>]|Cl >C.

Exercice 3

P(N) o P(N)?

On considere I'application ¢ : { A o ({neN ’ 2necAl, {neN | i 1eAl).

1. Montrer que l'application ¢ est bijective.

Injectivité. Soit X1,X; € Z(N) tel que @(X1) = @(X3). On en déduit

Pi:={neN[2neX;} = {neN[2neX;} =P,
Li={neN|m+1eX;}={neN|2n+1eX;} =1

Montrons X1 = X,, par double inclusion.

Inclusion directe. Soit x € X;. On distingue deux cas.
» Six est pair, on peut trouver m € N tel que x = 2m.
Par définition de Py, cela signifie que m € Py. On en déduit que m € P, c’est-a-dire que
x =2m € X,.
» Six est impair, on peut trouver m € N tel que x =2m + 1.
Onademémemely, doncmely, doncx =2m+1 € X,.
On a ainsi montré X3 C Xs.

Inclusion réciproque. Par symétrie, X et X, jouant des roles parfaitement symétriques, on
montre de méme l'inclusion X; C Xj.
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Surjectivité. Soit Y = (P,1) € 2(N)% Montrons 3X € Z(N) : (X) = (P, ).
Candidat : X = {2n|neP}U{2n+1|nel}.
» On a manifestement X € Z(N).
» Montrons @(X) = (P,1), c’est-a-dire {n e N|2n e X} =Pet {(ne N|2n+1e X} =1L
o Montrons la premiére égalité, par double inclusion.
> Soit m € {n € N|2n € X}.

Onadonc2m € X. Par définition de X = {2n|n € P}u{2n + 1 |n € 1}, on distingue
deux cas.

o Si2me {2n ] n € P}, on peut trouver n € P tel que 2m = 2n.

On en déduit m =n, puis m € P.

o Si2m € {2n+1|n €1}, on peut trouver n € 1 tel que 2m = 2n + 1. Mais cette
égalité est absurde (les deux nombres n’ont pas la méme parité) donc ce cas ne se
produit en fait pas.

Ainsi, m € P.
> Réciproquement, soit m € P.

On adonc 2m € {2n|n € P}, donc a fortiori 2m € X.
Ainsi, m € {n € N|2n € X}.

o L'égalité {n € N|2n+ 1 € X} = Ise démontre exactement de la méme fagon.

Cela conclut la démonstration de la bijectivité de .

Déterminer les parties A € Z(N) telles que @(A) = (A, A).

11 est relativement clair que @ () = (&,9) et @(N) = (N,N). On va montrer que ce sont les deux
seules parties qui conviennent.

Pour ce faire, soit A € P (N) telle que @(A) = (A, A). Cela signifie exactement
{neN|ZneA}=A={neN|[2n+1€A},
c’est-a-dire la double équivalence

vneN,2ne AsneAs2n+1eA. (&)

On va supposer A non vide et montrer A = N. D’apres le résultat admis dans l'indication, on sait que
A possede un plus petit élément, que I’on va noter m.

Etape 1. Montrons m = 0. On distingue pour ce faire deux cas.

» Sim est pair, on peut trouver n € N tel que m = 2n. D’aprés (&), l'entier n appartient aussi
a A, donc2n =m < n. On en déduit n < 0, c’est-a-dire n = 0, puis m = 0.

» Simest impair, on peut trouver n € N tel que m = 2n + 1. D’aprés (&), 'entier n appartient
aussia A, donc 2n +1 = m < n. On en déduit n < —1, une absurdité. Ainsi, ce cas ne se
produit pas.

On a donc montré m = 0.
Etape 2. L'inclusion A C N étant automatique, il suffit de montrer N C A.

Pour n € N, on note P(n) I'assertion « n € A ». Montrons ¥Yn € N, P(n) par récurrence forte.

Initialisation. D’apres I'étape précédente, le plus petit élément de A est 0. A fortiori, 0 € A, ce
qui montre P(0).
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Hérédité. Soit n € N tel que P(0),P(1),...,P(n) soient vraies. Montrons P(n + 1). On dis-
tingue deux cas.

» Sin+ 1 est pair, on peut trouver m € N tel que n +1 = 2m. Cela entraine que m est non
nul (sinon, n + 1 =0, absurde), donc m < 2m =n+ 1, puis m < n.

Ainsi, P(m) est vraie, c’est-a-dire que m € A. D’apres (), n+1=2m € A.
» Sin+ 1 est impair, on peut trouver m € N tel quen +1 =2m+ 1.

Comme 0 < 2m < 2m + 1, on a P(2m) c’est-a-dire 2m € A. Grice i (&), on en déduit
l'appartenancen +1=2m +1 € A.

Dans les deux cas, on a montré n+ 1 € A, ce qui montre P(n+ 1), et cl6t la récurrence.

Probleme. Module d’une somme de nombres complexes.

Partie I. Retour sur 1'inégalité triangulaire.

1. Dans cette question, on propose une autre démonstration de 'inégalité triangulaire. Il est donc
interdit de l"utiliser!

(a) MontrerVz € C, |z+1| < Iz + 1.
Soit z € C, que I'on écrit a + ib sous forme algébrique. On a
z+ 1 =(a+1)?+b>=a’+2a+1+b?
donc (Izl—i—l)2 = ( a2+b2+1)2 —a2 4+ 2V + b2+ 1

donc (|z|—|—1)2—|z—|—1|2:2<\/a2—|—b2—a>.

Or,a<|al= Va2 < \/m, par croissance de /-.
Cela montre (|z| + 1)2 —z+ 117 =0, cest-a-dire |z + 1 < (Izl + 1)2.
On conclut par croissance de +/-.
(b) En utilisant la question précédente et la propriété Yu,v € C,|uv| = [u/|v], donner une

nouvelle démonstration de 1'inégalité triangulaire vz, w € C, ‘z + w‘ < Izl + w).

Soit z,w € C.
» Siw =0, l'inégalité \z + w‘ < |z| 4 |w| est évidente (et c’est une égalité).
. . z z
» Sinon, on écrit |z +w| = ‘w (7 + 1)’ = | }7 +1 ’
w w

3+1\<]3]+1:ﬁ+1.
w w wl

En multipliant de part et d’autre par le nombre positif [w|, on obtient !z + w] < lz| + w).

D’apreés la question précédente,

Comme on 1’a vu en cours, cela entraine, par une récurrence immédiate, la généralisation a plusieurs

n n
termes Vn € N,Vzy,...,z, € C, Z zx| < ZIzkI, que l'on pourra utiliser librement.
k=1

k=1
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2. Somme signée : deux vecteurs. Soit z, w € C.

(a) Exprimer |z + w}z al'aide notamment de Ré(Zw).

Ona

z4+w)P = z+wW)z+wW) = 2+ W) (Z+W) =22+ 2W+wZ+wW = [z + 2 Ré(zw) + Wi,

W—/
=ZwHzZw

(b) Utiliser la formule précédente pour simplifier |z + w|2 + |z — w‘z.

En utilisant deux fois la question précédente,

|z + w}z + |z — w‘z = (Izl2 +2Ré(zw) + |w|2) + (IZI2 +2Ré(Z(—w)) + |—w|2)

= 2[z1* + 2/w|* + 2Ré(zw) — 2Ré(zw)
= 20z]* + 2jwl*.

(c) En déduire l'existence d"un signe ¢ € {£1} tel que {z + sw] <o/lzZP + w2 < {z — sw].

Les deux nombres |z + w]z ont pour moyenne |zI* + \wi?, d’apres la question précédente. On en
déduit

. 2 2 2 2
min(|z+w|", |z—w|") < 1z + wl? < max(|z+w|%, |z—w|%).
Si I'on note ¢ € {£1} le signe tel que |z + ew}z soit le plus petit des deux nombres, cette inégalité
se réécrit
2 2 2 2
|z+ ew|” <z + W < |z — ew|
et on conclut par croissance de \/-.

3. Premier cas extréme (annulation). Soit n > 2. Trouver

. . S . 2m
Notons (zy)y—; les racines n-iemes de 'unité : pour tout k € [1,n], on écrit zy, = exp <1nk> . Comme

2n 2m .
exp iKO =1=exp <inn>, le fait de les numeéroter de 1 a n (et non pas de 0 an — 1, comme le
veut la tradition) n’a aucune importance.
n
11 s’agit de nombres complexes de module 1. D’apreés le cours, Z Zx = Z w=0carn=2
k=1 weln
4. Deuxiéme cas extréme (balistique). Montrer que
n n
Yn > 2,Vzy,...,zn € U, sz :Z|Zk| =S z1=2) = = 2Zn.
k=1 k=1
Pour tout n > 2, on note P(n) l'assertion
n n
Verreonzn €03zl = Y laud = 21 =22 = oo = 2
k=1 k=1

Montrons Yn > 2, P(n) par récurrence.
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Initialisation. Soit z1,z; € U tels que |z1 + 22‘ = 121] + }ZZ| (= 2). D’apres le cas d’égalité de
U'inégalité triangulaire, on en déduit que zy et z; sont positivement colinéaires. Comme z1 # 0, cela
se traduit par l'existence de A € R tel que z; = Azy.

En passant au module, on obtient [\| = 1. Comme A est un réel positif, on en déduit A = 1,
c’est-a-dire z1 = z;.

Cela conclut la démonstration de P(2).
Hérédité. Soit n > 2 tel que P(n). Montrons P(n + 1).

n+1 n+1
Soit z1y ..., zn1 € U tels que sz = Z]zk](: n+1).
k=1 k=1
n n n
Posons w = Z zy. L'inégalité triangulaire entraine que [w| = zk| < }zk} =n.
k=1 k=1 k=1
n+1
Or,n+1= sz = ‘w—i—an] < w| + |zn+1\ <n+1.
k=1

Cela entraine que les deux inégalités dans cette chaine sont des égalités, c’est-a-dire que [w| = n et
que w et z,, 1 sont positivement colinéaires.

En comparant les modules, cela entraine que w =z 1.

Par ailleurs, I'égalité [w| = n et I'assertion P(n) montrent que z1 = - - - = zy.
L'égalité w = n zn 11 montre alors que N zn = N zny1, C'est-a-dire zn = zn 1.
Onadoncmontrézy = -+ = zn = zn 1.

Cela conclut la démonstration de P(n + 1), et donc la récurrence !

Partie II. Vecteurs dans un secteur angulaire.

On fixe o € {O, g { et on note Sy = {r etf

reR.,0 € [« oc]}.

5. Dessiner I’ensemble S, .




6. Montrer que Vz € S, Ré(z) > cos(«x) |z|.

Soit z € S«. On peut donc trouver r € Ry et © € [—«, o (si bien que r = |z]).
On en déduit Ré z = r cos(0).
7'c . . . . .
Or, comme «x < 5 la fonction cosinus est croissante sur [—o, 0], puis décroissante sur [0, x]. On en
déduit que cos(0) > min(cos(—a), cos(a)) = cos a.

En multipliant cette inégalité par le nombre positif v, on a Ré z = 1 cos(0) > r cos(a) = cos(a) |z.

n n
sz > cos(«) Z]zk].
=1 k=1

7. Soitn > 1etzy,...,zn € S. Montrer

Ona

n

2=

n
Z Zx (carVw € C,Réw < [w|)
k=1

n

= Z Ré (Zk)

x
= T

> Z cos () |z | (question précédente)

> cos(a) Z‘zk}.
k=1

Partie III. Minoration d’'une moyenne.

R — R

Dans cette section, on note \ : .
x = |cos(x)| + [sin(x)|.

8. Symétries.

(a) La fonction \ est-elle paire? Est-elle impaire?

» La fonction \p est paire. Montrons-le.
Soitx e R.Ona
P(—x) = |cos(—x)| + [sin(—x)| = |cos(x)| + |—sin(x)| = |cos(x)| + |sin(x)| = P (x).

» La fonction \p n’est pas impaire. En effet, \p(0) = 1, alors que toute fonction impaire g définie
sur R vérifie g(0) = g(—0) = —g(0), donc g(0) = 0.

(b) Trouver un nombre réel T > 0 tel que 1 soit T-périodique, mais pas (T/2)-périodique.
Candidat : T = TZE (qui est bien > 0).
» La fonction 1\ est g—périodique. Montrons-le.

Soitx € R.Ona
P (x—i— g) = ‘cos (x—i— >’ + ’sm (x—i— 2)‘ = |—sin(x)| + |cos(x)| = (x).

» La fonction n’est pas g—périodique. En effet,
0(D) = ko G i ()] = F+ F =221 -v00
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9.

10.

11.

Trouver A € R, et @ € R tels que Vx € R, cos(x) +sin(x) = A cos(x + (p).

Candidats : A = V2 et ¢ = —%[ (obtenus apreés un calcul au brouillon dont nul ne pourra jamais

vérifier la rigueur logique).

Soit x € R. On a, d’apres les formules d’addition :

Acos(x+ @) = V2 cos (x— g)

=2 (cos(x) cos (;—t) + sin(x) sin (%))

= cos(x) + sin(x),

car cos (%) = sin (%) = \%

Déduire de ce qui précéde la minoration Vx € R, (x) > 1.

Soit x € R.
T
Le segment [ T 4] étant de longueur — 5 o1 peut trouver xo € [—Z ﬂ tel que x = xo (mod 7/2).
On en déduit
P(x) =P(xop) (car \ est g-périodique)
=(|xo|) car \p est paire
Tt
= v/2cos (\xol — Z> )

Or,

{0, %[], donc |x0‘ — ; € [—%[,O], donc cos (}xo‘ — ;—T) € [\1&, 1] par croissance de la

fonction cosinus sur le segment [—%, O} .
On en déduit P (x) € {1, \fZ} , ce qui montre en particulier P(x) > 1.

3
1 7T 1
Montrer que Vx € R, — ’COS x4+ = ’2 —.
15 oo e+ D) -

Soitx e R.Ona

:Zo‘cos (x—i— E;)‘ = |cos(x)| + ’cos <x—i— g)’ + |cos(x + )| +

Ccos x+3£
2

\cos ]+}—sm )| + | cos(x)| + |sin(x)]|

‘cos(x—i—f )‘ %

I\/]w

d -
onc 4
=0
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Partie IV. Somme signée de vecteurs : expansion.

Dans cette partie, on fixe n > 1 et n nombres complexes z1, ..., z,. Le but est de montrer qu'il existe

n -] n
Zekzk > 5 Z‘zk}.
k=1

k=1

des signes €1, ..., en € {1} tels que

On fixe quelques notations :

» pour tout indice k € [1,n], soit 1, € R, et 0y € R tels que z, = 1. e'%;
n

> soit €1,...,&en € {£1} tels que le complexe Znmax == Z ek zk ait le plus grand module possible.
k=1
12. Soitu e U. n n
(a) Montrer qu'il existe (1, ...,Cn € {£1} tels que Z‘Ré(u Zk)| =Ré (u Z on Zk).
k=1 k=1

Pour tout k € [1,n], la quantité Ré(uzy) est un nombre réel, donc on peut trouver ¢ € {£1}
(son signe s’il est non nul, n’importe lequel sinon) tel que ¢, Ré(uzy) > 0.

Comme on n'a pas changé la valeur absolue du nombre en le multipliant par £1, on a donc bien
construit, pour tout k € [1,n], un signe ¢ € {£1} tel que ¢ Ré(uzy) = ‘Ré(uzk) }

Ainsi,

n n
Ré (u Z Cx zk> =Ré Z (e uzy (linéarité de la somme)
k=1

k=1

G Ré(uzy) R-linéarité de Ré

M= T M-

|Ré (wzy)|-

>~
Il

1

n
(b) En déduire Z‘Ré(uzk)‘ < |Zmaxl-
k=1
D’apres la question précédente et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

n

o cs
> [Ré(uz)| =Ré (u > Ckzk> < |1
k=1

k=1

n

Z Ck zx

k=1

<

n
Z Cx zx
k=1

Or, par définition de Zmax, ce dernier module est < = ‘Zmax ]

n
> e
k=1

n
13. Montrer YVt € R, Z Tk |cos(t +0y)| < |Zmax‘.
k=1

Soit t € R. Le nombre u = et est de module 1 et, pour tout k € [1,n],
Ré(uzy) = Ré {e“ (rx eiek)} =1, Ré [ei(wek)} = 1y cos(t + By)
donc |Ré(uzy)| =7y |cos(t + 6y)|.

En appliquant a ce nombre complexe I'inégalité de la question précédente, on a donc

n

n
‘Zmax{ = Z‘Ré(UZk)‘ = ZTk ‘COS(t-i- Gk)}
k=1 k=1
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] n
14. En utilisant I'inégalité de la partie précédente, en déduire ]Zmax} > 7 Z Tk.
k=1

Pour tout € € [0, 3], on peut appliquer I'assertion de la question précédente a t = (’,g et obtenir

n
Zrk ‘COS <9k + Eg)’ < ‘Zmax‘.
k=1

En sommant ces inégalités (ou plutdt en en faisant la moyenne), on obtient donc

3 n
%ZZrk ‘cos (6k+€§)‘ < ]Zmax|.

3 n n 3 n
%ZZW‘COS <9k+€§)‘ :Zrk %Z’cos <8k+€§)‘ > ;érk,

>1)2

. e 1 1 ¢
ce qui fournit I'inégalité attendue 5 Z =5 Z\zk} < |Zmax|.

1 (7 2
Remarque. En remplacant I'inégalité de la partie précédente par 'égalité 7 J |cos(t)] dt = —on
0

1 2
pourrait remplacer la constante 5 par —~ 0,637, qui est optimale.

Partie V. Somme signée de vecteurs : confinement.

Dans cette partie, on fixe n > 1 et n nombres complexes zi, ..., z,. Le but est de montrer qu'il existe
n
des signes ¢1, ..., en € {£1} tels que Z e zi| < V2 max(|zi,...,|za)-
k=1

15. Démontrer le résultat annoncé dans le cas n = 2.

Soit z1,z; € C. Notons M = max(|z1 |, |z2|).
D’apres la question 2c, on peut trouver € € {£1} tel que
‘2

‘Z] + EZz‘ < ‘21}2 + ’Zz < V2M2 L \ﬁM,

par croissance des fonctions t — t* (sur R,) et v/-.

Cela démontre le résultat (en prenant e1 = 1et €3 = ¢).

16. (a) Soitr € [0,1]et0 € [—%[, %[] . Montrer que )1 —re?

< 1.
Ona

2:1— (1 —Teie> (1 —re’w)

=1-— [1 - (eie +e_ie> +r2}

1— ‘1 —ret?
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(b)

=1—(1—2r cos(0) +1?)

= 2r cos(0) — 12

Z\T‘//(ZCOS(G)—T‘).

>0

T T

1
Or,0c [ 3 3],donccos(e) S [2,1},donc2cos(6) r>0

62

Cela entraine ‘1 —re’| <1, eton conclut par croissance de +/-.

Soit 21,27, 23 € C de module < 1.

Montrer qu’il existe deux indices distincts k # { dans {1, 2,3} et un signe ¢ € {£1} tels que
I'on ait ‘zk + Czd <1

L’énoncé est trivial si l'un des vecteurs est nul, donc on suppose dans la suite que ¢a n’est pas le cas.
En considérant les £z, on a donc six nombres complexes, que I'on peut voir comme six vecteurs
du plan.

Le point-clef est que le plus petit angle apparaissant sur cette figure vaut au plus un sixieme de
tour. Rédigeons cela précisément (peut-étre un peu trop ?).

On écrit ces six nombres sous forme exponentielle : on peut trouver 0 < 07 < 0, < --- < 05 < 2m

et 11,...,16 > O tels que les six nombres soient les éléments de la famille (rk Gk)i:1 (dans un
certain ordre).

Remarquons que les différences ¢ = 0,—01, ..., a5 = 05—05 et og = (214+-01)—0¢ s'interpreétent
comme les mesures des angles délimités par nos vecteurs.

11 s’agit de six nombres positifs dont la somme est (par télescopage) précisément 27 Le plus petit

2
des six, que I'on note (3, vaut donc au plus g = g

Naturellement, cet angle n’est pas celui entre un vecteur de la forme zy et son opposé (qui vaut
toujours 7t) : on a donc trouvé k # { et deux signes ny,m € {£1} tels que nos deux nombres
s’écrivent sous la forme ny zy et g z¢. On a donc arg(ng z¢) — arg(nk zx) = B (mod 27).

Quitte a les échanger (ce qui remplacera I'angle (3 par son opposé), on suppose que |zi| > |z¢|. Le
Ne 2
Tk Zx

En utilisant la question précédente, on obtient

. , T T
quotient est donc un nombre complexe de module v < 1et d'arqument 0 :== £f3 € —3 ﬂ.

’ﬂkzk—ﬂelz} =

e (1= 22| < e e < < .

Comme | zx —Me z¢| = \ni Zk—MeNe ze| = |z—mene 2|, on obtient le résultat voulu, en posant

C=mme € {1}
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17. Conclure.

Pour tout n > 2, on note P(n) 'assertion :
quels que soient z1, . .., zn € C, de module < 1, on peut trouver des signes €1, ..., en € {£1}
n
Z €k Zk‘ < V2.

k=1
Nous allons montrer Yn > 2, P(n) par récurrence.

tels que

Initialisation. Soit z1,z; € C, de module < 1. D’apres la question 15, on peut trouver €1,¢; € {£1}

n
§ Ex Zx

k=1
Hérédité. Soit n > 2 tel que P(n). Soit z1,...,zn,zZn+1 € C, de module < 1.

tels que <V2 max(|z1 ‘, ‘zz‘) < V2, ce qui montre P(2).

La question précédente nous donne k # € € [1,n + 1] et ¢ € {£1} tels que |zk + Cze\ <L

Quitte a permuter les nombres complexes (ce qui ne change pas la difficulté de I"énoncé a démon-
trer), on va supposer pour simplifier k =n et k + 1 =mn+ 1. Notons enfin w = z, + (zn41.

D’apres P(n), appliquée a z1, . . ., zn_1, W, on peut alors trouver €1,. .., en_1,€n € {£1} tels que

n—1
Z e zk + enW| < V2.
k=1
En remplagant w par sa valeur, on obtient donc
n—1
Z €k Zk + EnZn + Cen Znyt| < \/Z
k=1
ce qui conclut, en posant en 1 = Cen € {£1}.
On a donc montré P(n.+ 1), ce qui clot la récurrence.
Revenons maintenant a 'énoncé : soitn > 1et z1,...,z4 € C et notons M = max(‘m ‘, ceey }zn‘)

» Sin =1, 'énoncé est immédiat, car M = |z1 ’ et1 < V2. 0n peut d’ailleurs choisir n’importe lequel
des deux signes.

» SiM =0, tous les vecteurs sont nuls et I'énoncé a démontrer est presque insultant.

» On peut donc supposer n > 2 et M > 0.

Les vecteurs zy := % (pour k € [1,n]) sont tous de module < 1, donc on peut utiliser P(n) : on
n
peut trouver €1, ..., eq € {£1} tels que Z e 2| < V2.
k=1
n
En multipliant de part et d’autre par M, on obtient Z ex 2| < V2 M, ce qui conclut.
k=1
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