Lycée Henri-IV (PCSI) TD 03 (indications)

Nombres complexes

Exercice 1
Une possibilité pour attaquer 1'exercice est d"utiliser I’équivalence

V(eC,leR& =L

Exercice 2
On pourra montrer que l’assertion est fausse par 1’absurde.

Une fois définis deux nombres complexes a et b tels que Vz € C,z = az + b, on pourra essayer
d’obtenir de plus en plus de contraintes sur a et b, jusqu’a parvenir a une contradiction.

Exercice 6.
On pourra interpréter 1+ a* (et les autres...) comme un module au carré.

Exercice 7
On peut en fait déterminer, en fonction de m, toutes les solutions réelles de (E,).

Exercice 8
Pour la premiére question, on pourra commencer par résoudre 1’équation x* — 6x 4 25 = 0.

Exercice 12
Les deux questions sont en fait plus similaires qu’elles n’en ont lair.

Exercice 18
On pourra commencer par exprimer a et b en fonction de a + b.

Exercice 20
Deux pistes possibles :

1. Démontrer et utiliser I'inégalité (importante) Va, b € R, 2ab < a? + b’
2. Exprimer le terme de gauche comme un produit scalaire et appliquer 1'inégalité de Cauchy-
Schwarz.

Exercice 23
On pourra développer |a + bl?, comme dans le cours.

Exercice 24
On pourra utiliser le canevas standard pour montrer une assertion de la forme P ou Q.

Comment exploiter une hypothese commez € Uet|z+ 1/ < 17?

Exercice 26.
On pourra commencer par traiter le cas x = 0.




Exercice 27.
On pourra utiliser 'égalité Vz € C, |z|* = Zz, puis développer.

Exercice 28.
On pourra chercher a montrer que

la—b]* < |1 —abl.

Exercice 32
Pour déterminer géométriquement la transformation z — f(z) définie par une formule, une bonne
idée est de commencer par trouver 1’ensemble de ses points fixes

Fix(f) ={z € C|f(z) = z}.

Exercice 38
On pourra commencer par traiter le cas a = 1.

Exercice 39
On veillera a étre soigneux sur le signe des cosinus et sinus que 1’on calcule.

Exercice 43
Deux méthodes possibles :

» dans le produit des éléments de U,,, on peut chercher des « simplifications », c’est-a-dire des
groupes de termes dont le produit fait 1; un dessin peut aider!

» un calcul peu subtil, par exemple en utilisant le fait que

U, = {ei%“k‘ke [[o,n—ﬂ]}.

Exercice 46
On se souviendra que la somme des racines septiémes de 1'unité est nulle.

Exercice 47
On se ressouviendra que la somme des racines septiémes de 1'unité est nulle.

Exercice 51.
Pour les deux derniéres questions, on pourra par exemple procéder par analyse et synthese.

Dans la phase d’analyse, une fois défini un nombre complexe z vérifiant la relation, on pourra cher-
cher a réexprimer ladite relation en fonction de w = e*.

Autocorrection

Autocorrection A

(i) La forme algébrique est —i. Le module est 1.
(ii) La forme algébrique est i. Le module est 1.

1T 1 2
(iii) La forme algébrique est —3 + Ei. Le module est \Zf



(iv) La forme algébrique est —%] + %i. Le module est 1—(3)\/5

(v) La forme algébrique est i. Le module est 1.

25 25

)
)
(vi) La forme algébrique est 8 + él Le module est é
(vii) La forme algébrique est —3. Le module est 3.

1 3
(viii) La forme algébrique est 7t \Z[i. Le module est 1.

(ix) La forme algébrique est —16 + 24i. Le module est 8v/13.

Autocorrection B
On résout ces équations en revenant a la forme algébrique.

(i) z=-8+1; (i) z = 31 (iii) iln"y a pas de solution.
8 27

Autocorrection C
On applique la méthode vue en cours.

: V2 V2 iii) £(3—1); / _
(1)i<2+12>; i ' (V)j:( \/§2+1+i \/52 ]>.

(i) £(2—1); (iv) £(5—-1);

Autocorrection D

@) ze{,h (v) ze{£(3-21),£(1 -1)};

(i) z e {1 +3i,—1—1}; - V2 V2

(i) z € {1,—1 +2i) (vi) z € {ﬂ» <\ﬁ+ \ﬁ>}
(iv) z {;—i,gﬂ};

Autocorrection E

<1+\/m)+1<1+\/ﬁ+4) (1— W—4)+i(1— ﬁ+4))
2 : 2 ’
(iv) (x,y) € ((1 VI7=4) +i (1= V17 +4) (1+\/W4)+1<1+\/ﬁ+4))
2 : 2
Autocorrection F.
i) 2v2e%; (iii) 1+j=—j> =e"3;

(i) 1= e'™?;



cos 6 et sin 0 ;

2 <COS 328> et30/2 si cos 3—6 >0 (v) e

. 2 0\ )
(iv) Y\ e . v
2 |cos ? etm™30/2)  ginon. (vi) 2 | cos 2 ¢ S cos 2 >0
2 |cos 3 et™9/2) sinon.
Pour (iv) et (vi), remarquons que 1’on peut étre plus explicite :
30
> onacos —- > 0 si et seulement si 0 appartient a 1'un des intervalles
s 4t T 47
Lk=|—=+k—,= +k—
K { 333t } ’
pour un certain k € Z.
0
» On a cos 5 > 0 si et seulement si 0 appartient a 1'un des intervalles
Jk = | =t kdm;mot k],
pour un certain k € Z.
Autocorrection G
Ona
—imn/4 10 in/6 5
q—ue3eip (VI ™) (2e7)
(_1 _ i\ﬁ,)m (2ei4vr/3)10
— 0 P 476 3
= exp (—i15m)
= exp (im)

=—1.

Autocorrection H -
Onaz = 2¢™°, donc un argument de z est a On en déduit que

vn € Nyarg (z") = n— (mod 27).

ol A

Ainsi, on a les équivalences :

(1) Z”GR(:)ngEO(modn)énzO(mod@.

(i) 2" € R_ & ns = 7 (mod 271) & n=—6 (mod 12) & n =6 (mod 12).

(iii) z" e R &n (mod 2m7) En=3 (mod 12).

ANl A
1A

Dans un souci de complétude, énongons précisément le petit résultat qui nous a été utile pour les
équivalences surmontées d"une croix de Malte.

Lemme. Soit &, T € C* et x,y € C. On a alors 'équivalence

x=yY (mod T) & ax = oy (mod «T).



Démonstration. Supposons x =y (mod T). On peut donc trouver un entier k € Z tel quey = x + kT.
En multipliant cette égalité par «, on obtient ccy = ax + kT, donc ax = ay (mod oT).

La réciproque se montre exactement de la méme facon (en fait, la réciproque peut se voir comme une
application du sens direct aux nombres x’ = ax,y' = ay, T' = aT et o/ = ).

Autocorrection 1.

(1) %cos(Sx) + %cos(x);

(ii) —411 sin(3x) + % sin(x);

1
cos(4x) + 7 cos(2x) +

1
cos(4x) — 3 cos(2x) +

(iii)
(iv)
V)

7

0| =] —

7

3
8
3
8
+

‘

i cos(5x) + > cos(3x) gcos X;

16
N 5 . 5 .
(vi) e sin(5x) — 1€ sin(3x) + 3 sinx;
N 1.
(vii) 1 sin(3x) + 7 Sin%;
1 . 1 . 1 .
(viii) T sin(5x) + e sin(3x) + g sinx;
_sin(6x) 3

(ix) 3 + ¥ sin(2x);

1 5 9 5
(x) ) cos(7x) + a cos(5x) — 71 cos(3x) + o1 COs X

_cos(7x) cos(3x)_cosx_
4 2 4’

1. 3. 3.
3 sin(6x) + 3 sin(4x) + g sin 2x.

(o))

(xi)

(xii)

Autocorrection J

3 2

X — 3 cosx sin“x;

2x sinx—sin3x;

4

(v) cos®(x) — 10 cos?(x) sin?(x) + 5 cos x sin* x;

Autocorrection K

1+1i 2¢'% 1 sm - 1+1
SELE V2 = —el%, donc les solutions de z" =

V3—1 2e7% 2 V3—i

5

{2_]/]6&%(» ‘ w e Ug} .

forment ’ensemble

(i) Ona

(ii) Les solutions de z" = i forment 1’ensemble

{eiﬁw ‘ w e Un}.



(iif) —7 + 24i n’ayant pas de forme exponentielle simple, on va en trouver une racine quatriéme en
en extrayant une racine carrée, puis en prenant une racine carrée de cette racine carrée. Apres
calcul, on trouve

» que les racines carrées de —7 + 24i sont £ (3 +4i);
» que les racines carrées de (par exemple) 3 + 4isont £(2 +1i);

donc les solutions de z* = —7 + 24i forment ’ensemble
2+D)w|wel,) = {2+i,2i—1,—2—i,1 —21}.
(iv) Une résolution standard montre que les solutions de I’équation Z> — 3Z + 2 = O sont 1 et 2.
Soit z € C. On a donc la chaine d’équivalences

23 +28=10uz*=2

{Z}ZEU4OUZ€{\4/Z(D‘U)EU4}.

Donc I’ensemble des solutions est

Us U {(‘fzu) ‘ we IU4} - {1,1,—1,—1, V2, (‘61,—\“@—?@1}.



