Lycée Henri-IV (PCSI) TD 04

Applications

Exercice 1 4
Soit QO un ensemble et A,B C Q. Montrer que les fonctions suivantes sont les fonctions indicatrices
de parties de QO que I'on précisera.

(i) min(14,1p); (iii) 1 -1p; (V) 1o +1p—14 - 1p;
(ii) max(1a,13); (v) T—1,; (vi) (1a—1p)%
Exercice 2

Soit Ej, Ey, F trois ensembles et f1 : E; — F, f; : E; — F deux applications.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une application g : E;y UE; — F telle
que gg, = fr et gg, = f2.

Injectivité, surjectivité, bijectivité

Autocorrection A 4
Soit E, F et G trois ensembles et f : E — F, g : F = G deux applications.

1. Montrer que si g o f est surjective et que g est injective, alors f est surjective.
2. Montrer que si g o f est injective et que f est surjective, alors g est injective.

Exemples

Autocorrection B 4

est-elle injective ? surjective ?
— 2n

1. L’'application f : {IT\I - N
N — N
n . .
2. Mémes questions pour l’application g : ny 42 Sin est pair
N sinestimpair.

3. Déterminer g o f et f o g. Sont-elles injectives ? surjectives?

Autocorrection C 4

Soitf:{N_)IEI
X — X",

1. L'application f est-elle injective ? surjective ?
2. Existe-t-il g : N — N telle que f o g = idy ? Existe-t-il h : N — N telle que ho f =idy?



Exercice 3. 4
Déterminer si les applications suivantes sont injectives (resp. surjectives, bijectives).

i {N—> N ©) { R — R3 (00 { (O C?
n—n+1; (%y) = (y,0,y —x); (y) (X+y>xy);

7 — 7 (vi) R — R

n—n+l; Wz 2 +z+1; nr—>n—i— nm;
(i) R? H RZ (vi) C— C RE — R

(x,y) yX)5 2=zt fz41; f — f(0

R? o [ RP o R? ) — TR+)

(viii) (xii)

(x,y) H3y, (%, y) = (x+y,xy) X — XNR;.

Exercice 4 4

Soit f - N— N ot a: N — N
a1 Y n — max(0,n—1).
1. Montrer que g o f = idy.
2. Peut-on en déduire que 'application g est la réciproque de f?

Exercice 5
N — Z
n . .
Soit f : 7 sin est pair
n= n+1

—————  sinon.
2

Montrer que f est bijective et donner la bijection réciproque.

Exercice 6
Onnote 7 : N* — Nla fonction qui associe a tout entier n le nombre de nombres premiers appartenant
a l'intervalle entier [1,n].

La fonction 7t est-elle injective ? surjective ? bijective ?

Exercice 7" %
Déterminer si la fonction sin : Q — [—1, 1] est injective et/ou surjective.

Exercice 8

N — (NN
Montrer que X : ¢ n — (f —fofo---0 f) est injective.
|

n fois

Exercice 9. 4
Pour tout x € R, on se donne une application fy : R — R. On définit alors

{ R? —» R
) = (% ).

1. Montrer que ¢ est injective si et seulement si, pour tout x € R, ’application fy est injective.
2. Montrer que @ est surjective si et seulement si, pour tout x € R, ’application fy est surjective.
R —» R

(%) = (%Y +xy) est-elle injective ? surjective ?
) )

3. Application. L'application {



Exercice 107,
Soit E et F deux ensembles non vides et G un ensemble ayant au moins deux éléments. Soit f : E — F.
On considere I'application

1. Montrer que @ est injective si et seulement si f est surjective.
2. Montrer que @ est surjective si et seulement si f est injective.

Exercice 11° 9C4
Soit QO un ensemble et X, Y C Q. On considére l'application

[P(Q) = P(X) x P(Y)
11)-{ A — (XNAYNA).

Donner des conditions nécessaires et suffisantes sur X et Y pour que  soit injective (resp. surjective).

Quand 1 est bijective, exhiber sa réciproque.

Exercice 127

. P(N) — P(N
L SOI“P:{ EA)H{nGI\H(ZTEGA}.
(a) Cette application est-elle injective ? surjective ?
(b) Trouver une partie A € P(N) non triviale (c’est-a-dire ni N, ni @) telle que ¢ (A) = A.
, P(N) — P(N)?
2 SO“"’:{ A ({neN\zneA},{neN\ZnH eA}).
(a) Cette application est-elle injective ? surjective?
(b) Existe-t-il une partie propre A € P(N) telle que P(A) = (A, A)?

Exercice 137"

7 —

ko (k) g(k) est pas bijective.

1. Soit f, g : Z — Z deux bijections. Montrer que {

2. Peut-elle étre injective?

Exercice 147" (Regle de Golomb). 1%
2 *
Montrer qu’il existe une partie G C N telle que o : {(a, b)eG ‘ “= b} - N soit bijective.
(a,b) —b—a
Théorie
Exercice 15 4

Soit E et F deux ensembles, et A C E. Soit f : E — F. Dire si les assertions suivantes sont vraies ou
fausses (on justifiera par une preuve ou un contre-exemple).

(i) Sif estinjective, alors f|5 est injective. (iii) Sifja estinjective, alors f est injective.
(ii) Sif estsurjective, alors f|5 est surjective. (iv) Si fja est surjective, alors f est surjective.



Exercice 16. 4
Soit f : R — R. Montrer que si f est strictement monotone, alors f est injective.

La réciproque est-elle vraie?

Exercice 17 %4
Soit f : R — R bijective.

1. Montrer que f est impaire si et seulement si f~' Iest.
2. A-t-on le méme résultat pour la parité?

Exercice 18 (4
Soit E, F, G, H quatre ensembleset f :E = F, g : F — G et h : G — H trois applications.

Montrer que si g o f et h o g sont bijectives, alors f, g et h sont bijectives.

Exercice 19"
Soit E un ensemble, n > 1 un entier et f : E — E telle que f°" =fofo---ofsoit égaleaf.
—_——

n fois

1. Montrer que f est injective si et seulement si elle est surjective.
2. Onfixen=2 A quelle condition f est-elle injective ?

Exercice 20"
Soit f, g : N — N deux applications telles que f soit injective, g soit surjective et Vn € N, f(n) < g(n).

Montrer que f = g.
Images directe et réciproque

Autocorrection D 4

1. Déterminer sin[A], dans les cas A =R, R, [0, 27, [, 7, [0, 7t/2], [—mt, 7t/2].
2. Déterminer sin~'[B] dans les cas B = [—1,1], [0, 1], [3,4], R, {1}, {—1,1}.

Exercice 21

Soit f - R — R
ot x = 2% —4x + 1.

1. La fonction f est-elle injective ? surjective ?
2. Montrer que f est injective sur [1, 4+-o0o[. En déduire que f induit une bijection de [1, 4-oo[ sur son
image (que l'on précisera) et déterminer son application réciproque.

3. Déterminer f [[o,ﬂ],ﬂm,],f[m],f [[—z,z]],f—‘ 0y, £ =1y, £ [[0,1]},f—1 [[—2,11].

Exercice 22

Cr— C
Soit f : 1

zZ —zZ+—.
z

1. L'application f est-elle injective ? surjective ?
2. Déterminer f [R*] et f [U].



Exercice 23.

On consideére

f:{c_)(g

Z—=Z.

1. La fonction f est-elle injective ? surjective ? bijective ?
2. Onnote Q ={z € C|Réz > 0}.

Montrer que la restriction de f a Q) est injective.
3. Décrire I'image de f|q.

Exercice 24 4
. N— N ) ) .
Soit f: Déterminer les parties A € P(N) stables sous f.
n—n+l.
Exercice 25
Soit X un ensemble. Déterminer les applications f : X — X stabilisant toutes les parties de X.
Exercice 26 4
Soit f : E — F une application. Montrer VA € P(E), VB € P(F), f[A N '[B]] = f[A] N B.
Exercice 27 4

Soit E et F deux ensembles et f: E — F.

1. Montrer que f est injective si et seulement si V(A, B) P(E)?, f[A NB] = f[A] N f[B].
2. Montrer que f est bijective si et seulement si VA € P(E), f[E\ A] =F\ f[A].

Exercice 287

Soit E et F deux ensembles et f : E — F.

1. Soit A C E. Montrer que A C f~'[f[A]] et donner un exemple prouvant qu’il n’y a pas toujours

égalité.
2. Montrer que f est injective si et seulement si YA € P(E), f'[f[A]] = A.

3. Soit B C F. Montrer que f [f_1 [B]] C B et donner un exemple prouvant qu’il n’y a pas toujours

égalité.

4. Montrer que f est surjective si et seulement si VB € P(F), f [f’1 [B]} =B.

Exercice 29"

Soit E et F deux ensembles et f : E — F. On considere les applications

[P(E) = P(F) [P(F) = P(E)
‘p'{ X X ”)'{ Y oyl

1. Montrer les équivalences f injective & @ injective & 1 surjective.
2. Montrer les équivalences f surjective & @ surjective & 1) injective.



Familles d’ensembles

Autocorrection E 4

1. Montrer U Ix—=1,x+1[=]-1,2[.
x€[0,1]

2. Que vaut ﬂ Ix—1,x+1[?
x€(0,1]

Autocorrection F. 4
Soit E et F deux ensembles et f : E — F. Soit I un ensemble non vide.

1. Soit (Bj)ier une famille de parties de F.
(a) Montrer [U Bi] = U 1By (b) Montrer ! [ﬂ Bi] = ﬂ !
i€l i€l i€l i€l
2. Soit (Aj)icr une famille de parties de E.

(a) Montrer f [U Ai] = U flA4]. (b) Montrer f [ﬂ Ai] - ﬂ flA{]

iel iel iel iel

Autocorrection G v
Soit () un ensemble, et (A;)ic1 une famille de parties de Q). Soit enfin B € P(Q)). Montrer

(UAi) mB:U(AmB) et (ﬂAi> UB:ﬂ(AiUB).

iel iel iel iel

Exercice 30
Soit f : E — F une application entre deux ensembles. On suppose qu’il existe une suite (A, )nen de
parties de E telle que

) |JAn=E; (i) Yn € N, An C Ansr;

neN

et que, pour tout n € N, la restriction f|, est injective.

1. Montrer que f est injective.
2. Montrer que les deux hypotheses (i) et (ii) sont nécessaires.

Exercice 31 (Tout ensemble est une union de singletons) v
Soit E un ensemble. Montrer que E = U{x}.
x€E
Exercice 32 4
Soit f : E — F une application. On définit K(f { X1,X2) ‘ flxq)="1 (xz)}.
; . R— R R— R J€—=C
1. Déterminer K(f) pour les exemples f; : { w3 fy: {x o o etfs: {z  oF.

2. Montrer K(f) = U ! [{y}]z
yeF



Exercice 33.
Soit O un ensemble et U C P(Q) telle que, pour tout recouvrement disjoint (Aj, Az, A3) € P(Q)3, il
existe un unique indice i € {1, 2,3} tel que A; € U.

Montrer :

1. oZUetQ e U,
VAeP(Q),AcUouQ\AecU,
VAeU,VBeP(Q),ANB=2o=B<U;
VAeceU,VBe P(Q),ACB=Becl;
VA,Be U, ANB e U.

A

Exercice 34 4
Soit X un ensemble et f : X — X une application. Soit (A;)icr une famille de parties de X.

n n

1. Montrer que si, pour tout i € I, A; est stable sous f, il en va de méme de ﬂ A et U A;.
i=1 i=1

2. Est-il vrai en général que si A C X est stable sous f, alors X \ A 'est également?

Exercice 35". %
Soit (En )nen une famille de parties de R. On définit leurs limites inférieure et supérieure

liminfE, = U ﬂ Ey et limsupE, = ﬂ U Ey.
eN

neN
neNk>n n neNk>n

1. Montrer que liminfE,, C limsupE,.
2. Calculer liminfE,, et lim sup E,, dans les cas suivants :
HEN TIEN

» (En)nen = ([n’+oo[)n€N;
> (En)nen = ([(=1)"n, +oo| )

3. Montrer que lim glf E, = limsupE, si et seulement si, pour tout x € R, la suite (1, (x)) N
ne neN
stationne (c’est-a-dire est constante a partir d’un certain rang).

neN.

Exercice 367" 1%
Soit Q un ensemble et (A;)i; et (Bi)i~; deux familles de parties de Q0. Montrer

n

UninBy= () [JAuB

i=1 IeP([n]) | icl il



