Lycée Henri-IV (PCSI) TD 09 (indications)

Matrices

Exercice 3
Penser aux matrices élémentaires...

Exercice 4
Pour la deuxiéme question, on pourra (comme d’habitude) préférer travailler avec les normes au
carré et penser a utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Pour la troisieme, on pourra penser a la regle du produit nul.

Exercice 10
Difficile de donner une indication sans spoiler. Disons que cet exercice est difficile, jusqu’a ce qu’on
tombe sur 1’outil du cours qui le trivialise...

Exercice 11
On pourra raisonner par analyse et synthese, voire aller relire la preuve du fait que toute fonction
R — R s’écrit de fagon unique comme la somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.

Exercice 15.
On pourra penser a appliquer la V-assertion aux matrices élémentaires.

Exercice 17.
Si une matrice M commute avec deux matrices Ay, A;, elle commute également avec leur produit.
Comme I’ensemble des matrices antisymétriques n’est pas stable par produit, cette remarque est ici
exploitable.

On prendra par ailleurs garde au fait que le cas n = 2 est particulier (et dans le cas « générique »
n > 3, il faudra bien trouver une fagon d’exploiter cette hypothése supplémentaire...).

Exercice 18.
On pourra se ramener au fait que si deux matrices U et V vérifient UV = I, alors elles commutent
(pourquoi, déja?).

Exercice 28
Commencer a étudier lescasn =2 etn = 3.

Exercice 32
On pourra commencer par le cas n = 3 pour voir ce qu’il se passe.

Exercice 33

2. On pourra calculer le carré de la matrice et chercher a appliquer la question précédente.

Pour élever la matrice au carré, une possibilité est de 1'écrire sous la forme J,, —I,, ol ], est la
all-ones matrix bien connue.



Exercice 34.

p—1

Pour la premiere question, on pourra considérer Z MF¥, et penser a la formule donnant la somme
k=0

des termes d’une suite géométrique.

Autocorrection
Autocorrection A
(i) On trouve 4014. (ii) On trouve diag(2,4,—2).
Autocorrection B
—cos’x  —cosxsinx cosx
Ontrouve A> = [ —cosxsinx  —sin’x  sinx | et A’ =0.

—CosXx —sinx 1

Un point important est que I3 et A commutent, donc on peut utiliser la formule du bindme de New-
ton.

» (+A)°=1I3;

» (G+A) =L +A;

» (G+A)P? =1+2A+A%;

» (L+A)P =L +3A+3A%2+ A% =13+ 3A + 3A%

Et ainsi de suite : comme A® = 0, on montre facilement (par exemple par récurrence) que l’on ait
Vk > 3,A* =0.

Continuons le calcul :sin > 2,on a

n
(L+A"= Z ( )AkIn k (bindme de Newton)
:( ) < )A‘ <2>A2 (car Vk > 3,A* = 0)
=L +nA+ %AZ.

Autocorrection C

1. On obtient apres calculs par blocs :

Ve (AT ATEA o Mo (A A+ ATLA
“\o I, —\o In '

k
K ¢
2. Pour tout k € N, on note P(k) lassertion M* = A Z1 A
0 In

Montrons Vk € N, P(k) par récurrence.

Initialisation. L’assertion P(0) est vraie car M® = I,,, = (Ig IO )
n

0
Notons que A° = I, et que Z A' = 0 (somme vide).
=1



Hérédité. Soit k € N tel que P(k). On a alors

Mk+] — MMk
k
A k 4
= A) [ A Z A (d’apres P(k))
0 I, =1

0 Iy
k
AA*Y AY A'+AL

=1
0 In

k
AkJr] A+ ZA€+1
=1

0 I
k41
Ak-H Z Al
= P , (changement d’indices j = { + 1 et relation de Chasles)
0 In

ce qui montre P(k + 1) et clot la récurrence.



