Lycée Henri-IV (PCSI) TD 19

Dimension

Généralités

Autocorrection A 4

1. Donner une base de Vect ((1,—1,1),(0,—1,2),(1,—2,3)).
2. En déduire que Vect ((1,—1,1),(0,—1,2),(1,-2,3)) = {(x,y,z) e K3 |x+2y —i—z:O}.

Autocorrection B. «
Soit t € R. On définit D; = Vect(t,t, 1) et Py = Vect ((1,t,1),(2,1,1)).

1. Montrer que D; et P; sont deux sous-espaces vectoriels de R®, dont on précisera la dimension.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur t € R pour que 1’on ait D; ® Py = R3.

Exercice 1 4
Donner une base et la dimension des espaces vectoriels suivants.

(i) E=Vect((1,2,1,0),(4,-2,1,1),(7,2,4,2),(11,4,1,3));
(ii) F:{(x,y,z,t)eR4 3x—2y—z+2t:0et3y—2z+t=o}.

Exercice 2.
Soit (e, ..., en) une famille génératrice de K". Montrer que (e, ..., e,) est libre.

Exercice 3. 4
Pour tout k € [1,n], on définit

w = (k,k—1,...,2,1,0,...,0) e K™
Montrer que (uj,uy,...,u,) est une base de K™.

Exercice 4 4
Soit n > 1. Rappeler la dimension de M, (K). Déterminer les dimensions :

(i) del’espace D, (K) des matrices diagonales;

(ii) de l'espace T;;(K) des matrices triangulaires supérieures;
(iii) del’espace T, (K) des matrices triangulaires inférieures;
)

)
)

(iv) del’espace S, (K) des matrices symétriques;
(v) del’espace A, (K) des matrices antisymétriques;

(
(vi) del’espace sl,(K) = kertr.



Sous-espaces vectoriels

Exercice 5 v
1. Soit E un sous-espace vectoriel de K". Montrer qu’il existe une sous-famille (ey,,...,e;, ) dela
base canonique telle que E et Vect(e;,, ..., ei,) soient supplémentaires.

2. Déterminer un supplémentaire de {(x,y, zt)eK' x—y—z+t=0ety—2z+t= O}.

Autocorrection C. 4
Soitn € N*, P ={P € Koy [X]|P(=X) =P(X)} et I ={P € Ky, [X] | P(—=X) = —P(X)}.

1. Montrer que P et J sont des sous-espaces vectoriels de Ky, [X].

2. Montrer que P et J sont en somme directe.

3. En exhibant des familles libres explicites, montrer que dim® > n + 1 etdimJ > n.

4. En faisant le moins de calculs possibles, montrer que les inégalités de la question précédente

sont des égalités, et en déduire une base de P, une base de J, et une démonstration du fait que

Exercice 6
Soit E un espace vectoriel et x1,...Xn,Y1,...,Yn € E.
On suppose la famille (x; +y1,...,Xn + Yn) libre. En déduire que rg(x1,...,Xn,Y1,...,Xn) = M.
Exercice 7

Soit V; et V, deux sous-espaces vectoriels de dimension finie d"un espace vectoriel E.

On suppose dim(Vy + V;) = dim(V; N'V;) 4+ 1. Montrer que Vi C V; ou V,; C Vj.

Exercice 8. 1%

1. Soit A, B et C trois parties finies d"un ensemble Q). Montrer que
JAUBUC|=|A|+ B|+IC|—|ANB|—|[ANC|—BNC|+]AnBNC|.
2. Soit F, G et H trois sous-espaces vectoriels de dimension finie d"un espace vectoriel E. A-t-on

dim (F + G + H) = dim (F) + dim (G) + dim (H)
—dim(FNG) —dim(FNH) —dim (GNH) +dim (FNGNH) ?

Exercice 9. 4
Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

1. Montrer que si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E tels que dimF + dim G > dimE,
alors F et G ne peuvent pas étre en somme directe.

2. Soit F, G et H trois sous-espaces vectoriels de E. Donner une condition sur dim F4+-dim G+dim H
garantissant que l'intersection F N G N H soit non triviale.

Exercice 10" 1%
Soit E un espace vectoriel de dimension n et p, q € [0, n]. Quelles sont les dimensions possibles pour
une intersection F NG, quand F (resp. G) est un sous-espace vectoriel de E de dimension p (resp. q)?




Exercice 11. 4
Soit E un espace vectoriel de dimension n.

1. Soit H et H' deux hyperplans de E. Montrer que dim(HNH') € {n — 1,n — 2}, et déterminer
une condition nécessaire et suffisante pour que dim(HNH') =n — 2.

2. Quelle est la dimension de

. —7b4+3c—2d+f—g+V2h+42i =0
b,c,d,e f, g hi)eR'| ¢ ?
{(a> Gy 61, g, )1) € a+2b+3c+4d+5€+6f+79+8h+9i20 }

T
3. Soit Hy,...,H; des hyperplans de E. Montrer que dim (ﬂ H-1> >n—r.
i=1

4. Soitv = (2,1,—1,0) € R* et D = Vect(v). Ecrire D comme l'intersection de trois hyperplans.

Exercice 12
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F, G C E deux espaces en somme directe.

Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel F D FdeE tel que Fa&G=E.

Exercice 13 v
Montrer que deux supplémentaires d’'un méme sous-espace vectoriel sont isomorphes.

Applications linéaires (et théoreme du rang)

Autocorrection D. «
Soit

{ K* - K?
f:
(X)U)Z)t) = (X_Z7y _t)

Montrer que f € L(K* K2).
Donner une base et la dimension de ker f.

En déduire que f est surjective.
Soit G = {(x,y,z,t) e K ‘y =z= O}.

= LN =

Montrer que G est un sous-espace vectoriel de K*, dont on précisera la dimension.
5. Montrer que ker f et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de K.

Exercice 14 v
Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et f € £(E) tel que 3 = idg.

1. Montrer im(f — idg) C ker(f> + f + idg);
2. Montrer que im(f —idg) et ker(f — idg) sont supplémentaires.

Exercice 15 4
Soit E un espace vectoriel et u € £(E).

2

1. Montrer que E = keru @ imw si et seulement si imu? = im u et ker u? = ker.

2. On suppose E de dimension finie, montrer que

2

E=keru®imu & imu? =imu & keru? = keru.

2

3. L’équivalence im u? = imu & ker u? = ker u est-elle valable en dimension infinie ?



Exercice 16.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u,v € £(E).

1. On suppose que ker u + kerv = imu + imv = E. Montrer que les deux sommes sont directes.

2. Montrer par un contre-exemple que la question précédente cesse d’étre vraie sil’'on ne suppose
plus E de dimension finie.

Exercice 17. 4
Soit f € L(E) tel que 2 = —f.

1. Montrer que ker(f +id) =imf.
2. On suppose E de dimension finie. Montrer que E = im f @ im(f + id).

Exercice 18 ¢
Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique polynome P,, € K[X] tel que P,, — P, = X".

Exercice 19
On considere une suite d’applications linéaires

0% g NE 2 E & B L E (0

supposée exacte, c’est-a-dire que I'image de chaque application linéaire est égale au noyau de la sui-

T
vante. Montrer que Z(—1 )*dim Ey = 0.
k=1

Exercice 20 14
Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et u € £(E, F).

1. Soit V C E un sous-espace vectoriel. Montrer que
dimu[V] =dimV —dim (VNkeru).
2. Soit W C F un sous-espace vectoriel. Montrer que

dimu~"[W] = dim (W Nimu) + dim ker u.

Exercice 21.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

1. Soit F un sous-espace vectoriel de E.

Montrer qu’il existe un espace vectoriel E' et ¢ € £L(E',E) tel que F = im ¢.
2. Soit G un sous-espace vectoriel de E.

Montrer qu’il existe un espace vectoriel E” et € £(E,E”) tel que G = ker.
3. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E.

A quelle condition existe-t-il u € £(E) tel que F =imu et G = keru?

Exercice 227" 9
Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et u € £(E) non nul. Montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) u* =0gg);
(ii) il existe un projecteur pde Etel quepou=uetuop =0g);
(iii) il existe un projecteur p de Etelquepou—uop =u.

4



Exercice 237,
Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

1. Soitu,v € L(E) telsqueuov =0etu+v e GL(E).

Montrer que rg(u) + rg(v) = dim(E).
2. Réciproquement, soit u € L£(E). Construire v € L(E) telqueuov =0etu+v e GL(E).

Exercice 24" (Lemme de factorisation) 14
Soit E, F et G trois espaces vectoriels de dimension finie, u € £(E,F), v € L(E, G).

Le but de I'exercice est de démontrer que
keruCkervs (w e L(F,G):v=wou).

1. On suppose qu’il existe w € £(F, G) telle que v =w o u. Montrer que keru C kerv.
2. Réciproquement, on suppose keru C kerv.

En considérant un supplémentaire S de keru dans E et un supplémentaire T de imu dans F,
construire une application linéaire w € £(F, G) telle que v =wou.

Exercice 25"

Soit V un espace vectoriel de dimension finie et fy, ..., f, € £(V,R). Soit f € £L(V,R) tel que
Vx € V,f1(x) =f(x) =--- =fr(x) =0 = f(x) =0.
Montrer que f est combinaison linéaire des fy, ..., fy.
Exercice 26" X

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et f € £(E). Montrer que

imf=kerf & (f2:OetEIh€L(E):hf—i—fh:id).

Exercice 27
Soit E un espace vectoriel et u un automorphisme de E.

On suppose que, pour tout x € E, 'ensemble {uk(x) ‘ ke N } est fini.

1. On suppose E de dimension finie. Montrer qu’il existe N € N* tel que u" = idg.
2. L'énoncé reste-t-il vrai pour un espace vectoriel quelconque?

Exercice 28 4
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € £(E) tel que Vv € L(E),uov=vou.

Montrer que u est une homothétie.

Exercice 29"

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie.

On dit que deux r-uplets (Fy,...,F,) et (Fi,...,F/) de sous-espaces vectoriels de E sont équivalents
s'il existe un automorphisme ¢ € GL(E) tel que Vi € [1,r], ¢[F;] = F/.

1. Classer les sous-espaces vectoriels de E & équivalence pres.

2. Classer les couples de sous-espaces vectoriels de E a équivalence pres.

1
3. On suppose pour simplifier que E est de dimension paire, et on note r = 7 dimE.

Montrer que les triplets de sous-espaces vectoriels (Fy, Fz, F3) tels que Vi € [1,3],dimF; = ret
Vi #j e [1,3],F; N F; = {Og} sont tous équivalents entre eux.

4. On suppose toujours dimE = 2r. Montrer qu’il existe une infinité de quadruplets de sous-
espaces vectoriels (Fy, Fy, F3, Fy) tels que Vi € [1,4],dimF; = ret Vi #j € [1,4],F; N F; = {0g}
deux a deux non équivalents.



Inégalités sur le rang et la dimension

Exercice 30
Soit (uy,...,u,) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E. Soit p < q deux éléments de [1,n].

Montrer 0 < rg(ug,...,uq) —rg(ur,...,up) < q—p.

Exercice 31
Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et u,v € £(E, F).

1. Montrer rg(u +v) < rg(u) +rg(v).
2. Montrer qu’il y a égalité si et seulement si keru + kerv =E etimunNimv = {0}.
3. Montrer [rgu —rgV| < rg(u+v).

Exercice 32
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et a,b € £(E). Montrer que

dimker(aob) < dimker a + dimkerb.

Exercice 33
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et uy,...,ux € £(E) tels que uj o --- ouy = Og(p).

k
Montrer que Z rg(w) < (k—1) dimE.

i=1

Exercice 34",
Soit E un espace vectoriel de dimension n et r, s € [0,n]. Déterminer

R(rys) = {rg(g of) ‘ (f,g) € L(E)z,rgf:ret rgg = s}.

Exercice 35" (Inégalité de Sylvester).
Soit E, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie et u € £(E,F) etv € L(F,G).

Montrer rg(u) + rg(v) < rg(vou) + dimF.
Formes linéaires, équations

Exercice 36" >4

1. Deux résultats sur les intersections d’hyperplans. Soit E un espace vectoriel de dimension n.

Cc
(@) On se donne ¢ hyperplans Hy, ...,H, de E. Montrer que dim (ﬂ Hi> >n—c.
i=1
(b) Donner un exemple ot I'inégalité ci-dessus est stricte.
(c) Réciproquement, soit ¢ € [0,n] et F un sous-espace vectoriel de E de dimension n — c.
Exprimer F comme l'intersection d’exactement c hyperplans de E.
2. Une application : décroissance de la codimension par image réciproque. Soit E et F deux
espaces vectoriels de dimension finie, u € L(E, F), et V un sous-espace vectoriel de F.
En exprimant V comme une intersection d’hyperplans, montrer 'inégalité
dimE — dimu~'[V] < dimF — dim V.

3. En utilisant notamment le théoreme du rang et la formule de Grassmann, donner une deuxiéme
démonstration de I'inégalité précédente, sans utiliser d’hyperplans.
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Exercice 37". 9

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, F un sous-espace vectoriel de E. Soit ug,...,uq € E
d
tels que {t eR Z thu; € F} possede au moins d + 1 éléments. Montrer que Vi € [0, d],w; € F.
i=0

Exercice 38"

1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et V un sous-espace vectoriel de E* = £L(E,K)
vérifiant Vx1,x2 € E, 3o € V: ¢(x1) # @(x2). Montrer que V = E*.
2. Montrer que le résultat tombe en défaut si E n’est plus supposé de dimension finie.

Espaces de suites, de matrices et de polynémes

Exercice 39" (Transformée de Fourier discréte) %44
Soit T € N*. On définit I'espace des suites T-périodiques Pt = {(un)neN e CN|vn e N,upyt = un}.

1. Montrer que Pt est un sous-espace vectoriel de dimension finie de CN et déterminer dim Pr.
2. Montrer que ((w”)neN)weUT est une base de Pr.
3. Application.

(a) Décomposer la suite (]l(Tln))n N dans la base précédente.

1
(b) Pour tout m € N, on définit S;;, = Z (T:) .Montrer que S, ~ =2™.

m—+oco T
og<ks<m
Tk

Exercice 40 (Commutant de matrices 2 x 2)

b

. . . a
Dans cet exercice, on fixe une matrice A = <c d

) € M, (K) et on étudie son commutant, c’est-a-dire
C(A) = {M € M;(K) \AM = MA}.
Plus précisément, on va montrer

C(A) =

{MZ(K) si A € Vect(Iy) @)

Vect(I,,A) sinon.

Généralités.
1. Montrer que C(A) est un sous-espace vectoriel de M;(K).
2. Montrer que C(A) est stable par produit : VM, N € C(A),MN € C(A).
3. Déterminer C(A) quand A est une matrice scalaire.
4. En exhibant une famille libre explicite, montrer que dim C(A) > 2.

Un cas particulier. Dans cette partie, on suppose a # d.
5. Montrer que C(A) et Vect(Eq, E; 1) sont en somme directe.
6. En déduire que dim C(A) =2 et C(A) = Vect(Iz, A).
Fin de I’étude.
7. Soit P € GL,(K). Montrer que C(A) et C(P~'AP) sont isomorphes.

8. On suppose A ¢ T2+(K). A l'aide de la matrice <(1) :), montrer que C(A) = Vect(Iz, A).

9. Conclure la démonstration du résultat (9).



Exercice 417

1. On considere un polynéme P = X? + «X + 3 admettant deux racines p # ¢ € K et on pose
R = {(un)nen | VN € Nyun g + otingg + Bun =0} .

Montrer que R est un plan vectoriel, puis en déduire que ((p“)neN, (G“)neN) est une base de R.
2. Soit Xk + o 1 X+ X+ o € KX un polyndme possédant k racines distinctes py, ..., pn.

En généralisant le raisonnement de la question précédente, montrer que
R = {(un)neN ’\V/T‘L € Ny Unik + ok 1Unik—1 + - + X Un 41 + Koln = 0}

est un sous-espace vectoriel de R" de dimension k et en exhiber une base.

Exercice 42" (Matrices magiques) 4
Dans tout I'exercice, n > 2. Etant donné une matrice A € M, (R) et un entier { € [1,n], on note

Ae(A) (resp. k¢(A)) la somme des coefficients de la {-eme ligne (resp. {-eme colonne) de A. On note
n

également atr(A) = Z[A]e’n_s_]_g la somme des coefficients « antidiagonaux » de A.
=1

1. Matrices semi-magiques. On note

SMn = {A € Mn(R) [ 3m € R: VL € [1,n],A(A) = ke(A) = m}
et SMS ={A€Mu(R)|Ve [1,n],Al(A) = ke(A) =0} .

(a) Montrer que 8M, est un sous-espace vectoriel de My (R), et exprimer SM; comme le
noyau d’une forme linéaire p : SM, — R.

(b) Construire un isomorphisme 8M;, — M;_(R).

(c) En déduire les dimensions de SM;, et SM,,.

2. Matrices magiques. On note M, = {A € SM,, | tr(A) = atr(A) = A;(A)}.

(a) Montrer que M,, est un sous-espace vectoriel de My (R).
(b) Montrer que, sin > 3, I'application linéaire ¢ : SNy = R® est surjective.
! ! A (tr(A),atr(A))

(c) En déduire (dans tous les cas) le rang de ¢ : SMn = R’
8 (2 A — (tr(A) —N\ (A), atr(A) — }\] (A)),

puis la dimension de M.

Exercice 43.
Pour tous d € Net a € R, on note

Eq(a) = {u e RN ’ P € RyIX] :Vn € Nyupyq = aun+P(n)}.

1. (a) Montrer que, pour tous d € Net a € R, Eq(a) est un sous-espace vectoriel de R".
(b) Déterminer Ey(a).
2. (a) Montrer qu’en associant a une suite u le polyndéme P qui convient, on obtient une applica-
tion linéaire bien définie ¢ : Eg(a) — Rq4[X].
(b) En déduire que E4(a) est de dimension finie, et calculer cette dimension.
3. Montrer que la restriction de ¢ a l’espace des suites polynomiales est surjective, et en déduire
une base de E4(a).



Espaces d’applications linéaires

Exercice 44"
Soit E un espace vectoriel de dimensionn > 1.

1. L'ensemble {(u,v) € L(E)? ’ uov = OL(E)} est-il un sous-espace vectoriel de L(E)??
2. On fixe désormais un endomorphisme v € £(E).
(a) Montrer que U = {u € L(E) ‘ uov=20 L(E)} est un sous-espace vectoriel de £(E).
(b) Soit (y1,...,Yr) une base de imv, que I'on prolonge en une base (yj,...,yn) de E.
U — EMT
w = (Wyr)y - ulyn)
(¢) En déduire dimU = dimE x (dimE —rgv).

3. On fixe un endomorphisme u € £(E). Montrer que V = {u e L(E) ‘ uov= OL(E)} est un sous-
espace vectoriel de £(E) de dimension dimE x (dimE —rgu).

Montrer que @ : { ) est un isomorphisme.

Exercice 45" 9
Montrer que {u € L(Mp(R)) ) VA € Mp(R),u(AT) = u(A)T} est un sous-espace vectoriel de £ (M (R))

et déterminer sa dimension.

Exercice 46"

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et Fy, F, deux sous-espaces vectoriels de E. On note

A ={ue L(E)|ulFi] CFetulF,] CF}.

1. Montrer que A est un sous-espace vectoriel de £(E).
2. On suppose F; et F, supplémentaires. Déterminer la dimension de A.
3. Que devient la formule dans le cas général ?

Mélange

Exercice 47 (4
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € £(E) un endomorphisme de rang 1.

Montrer qu’un sous-espace vectoriel F C E est stable par u si et seulement si F C keru ouimu C F.

Exercice 48
Soit E, F et G trois espaces vectoriels de dimension finie. Soit a € £L(E,F) etb € L(E,G).

Montrer que sirga +rgb < dimE, il existe x € E non nul tel que a(x) =0et b(x) =0.

Exercice 49 '~
Soit A, B,C € M;(RR). Montrer sans calcul qu’on peut trouver un triplet non nul de réels (A, p, v) tel
que la matrice AA + uB + vC soit triangulaire supérieure et de trace nulle.

Exercice 50 W
Soit (fy, ..., fn) une famille libre de fonctions dérivables R — R. Montrer rg(f,...,f;) >n—1.

Exercice 51.

KIX] x K— K[X]
(P,k) — XP+«
fait que K[X] n’est pas de dimension finie.

Montrer que ¢ : { est un isomorphisme, et en déduire une nouvelle preuve du



Exercice 527

1. Soit E C RO yn espace vectoriel constitué de fonctions monotones. Montrer que dimE < 2.

27", Méme question pour E C R¥.
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