Lycée Henri-IV (PCSI) TD 21

Intégration

Calcul intégral

Autocorrection A 4
Déterminer, sans aucun calcul d’intégrale, les primitives des fonctions suivantes.

(i) x — xe*ZXZ; (ix) x — tan®(x); (xv) x 1 ;
(11)x»—>1nx () 1 X+ VX
—— X) X = ———;
X x(Inx)? (xvi) x In(Inx) ,
(i) x oy -0 X
1+ cos?x’ (xi) x = anx (xvii) x — e€
(iv) x cos(Inx) ]
/ .. L (xviii) x W —;
W) x sin);c _ (xif) x = T+x3’ ) x + x(Inx)?2
™ cosix’ sin(2x) (xix) X ! :
(vi) x = xV1—x%; (i) x — 1+ cos2(x)’ x;(/] ?Flnx
(vil) x — cosxsin® x; ) 1 (xx) x e " sin(2x);
(viii) x — sin®x; (xiv) x = cos(x)vtanx (xxi) x — shx sinx.
Exercice 1

Déterminer une primitive des fonctions suivantes.

. 1 1 27
¢ ; .. ol = 2T\
(1) s (ii) tH—t_J_ ol j = exp <13>

Exercice 2 %41

7T

1. CalculerI = J x cos® x dx.
0

Tt

2. En déduire habilement | = J x sin® x dx.
0

Exercice 3

1 27
Calculer la valeur moyenne 7 J cos(t) cos(2t) cos(3t) dt
0

Exercice 4 X (PC)
Calculer la valeur moyenne de cos'®.




Autocorrection B

Intégration par parties

En utilisant une intégration par parties, calculer les intégrales suivantes.

N N N
. . t . arctan(x)
i tPet dt ; iv dt; vii ——=dx;
()“o ( )uo T ( )uo CESIE
(i) [ t?Intdt; (v) [*_Int dt; (viii) ! arcsin(x)? dx;
Ji ' Ji(T+1)2 7 Jo '
7T N 5 /3
(iii) | tsin(3t)dt; (vi) | t2e" dt; (ix) x* arctan(x) dx.
Jo 0 0
Exercice 5

Déterminer les primitives de x — e**sin(3x) et x — chxcosx a I'aide de I'exponentielle complexe

puis a 'aide d"une intégration par parties.

Exercice 6
Déterminer une primitive des fonctions suivantes a l’aide d"une intégration par parties.

(i) x — arctanx. (iv) x — (vii) x — xchx.

cos?(x)’
(v) x — In(1 +x%).
(vi) x — arcsinx.

(i) x — (xInx)?. (viii) x — xsin?(x).

(iii) x — x%e~. (ix) x — xarctan x.

Exercice 7 1 4
Pour tout (p, q) € N?, on pose I, q = J tP(1 —t)9 dt.
0

. q
1. Montrer Vp € N,Vq € N*, I, 4= —— ]Ip+1,qf1-
2. EndéduireVp € N,Vq € N, 1 pig!
. eN,Vq € =
n deduire vp q ) P»q (p+q+])|

(=D* _ plq
p+k+1 (p+q+1l

q

3. Montrer Vp € N,Vq € N, Z <](i>
k=0

Changement de variables

Autocorrection C 4

A l'aide d’un changement de variable, calculer les intégrales suivantes.

rl re’ 1
t dx
i dt; i sin(Int) dt; xi —_—;
()“0 T (V)J (Int) ()quXJr1
! ! dx N
(i) | xeV*dx; (vil) | —————; (xi) 1= VX4
ug . “h12/3 (x + 1)v/x i Jx
(iii) dt; (viii) | (Inx)? dx; ..o [T sint '
unz] (tz - 1)2 un]] X (Xlll) 0 3+ cos? t ’
- V1 — 2 dx- ; x . 2 In(1+1t) —In(t
(iv) I 1 —x2dx; (ix) |, e+ dx; (xiv) | n(1+ t)z n( )dt.
fIn2 N J
(v) Vvex —1dx; (x) X2/ 1 —x2dx;
Jo J



Exercice 8.

Déterminer une primitive des fonctions suivantes a I'aide d’un changement de variable.

. 1 1 \/ 2. Int
. . (V) x = V1 —x%; o .
(i) x — mant (iii) x — e (vil) x — T2
(i) x — X ; (iv) x > sin(In(x)); (vi) X&—>7] ; (viii) w%*.
T+x V) x = sIinixjj, xVx2 —1 1+ tanx
Exercice 9

. e Inx
1. Déterminer une primitive de x — — sur Ri.
X

2. Soit & € R\ {—1}. Déterminer une primitive de x — x*Inx au moyen d’un changement de

variable du type x = tP avec B € R a préciser.

Exercice 10 (Regles de Bioche)

1

sinx 4 tanx
variables t = tan(x/2), puis a I'aide du changement de variables u = cos(x).

1. Trouver une primitive de la fonction x —

«

, d’abord a l’aide du changement de

2. Quand on souhaite calculer la primitive d’une fonction x — f(x) a 'aide d’un changement de
variables trigonométrique, les régles de Bioche recommandent de faire, si possible, le changement

de variables « possédant la méme symétrie que f(x) dx » (le dx est important!), c’est-a-dire
= —f(x) (cest-a-dire si f(—x)d(—x) = f(x)dx);
» u=sinxsif(m—x) =—f(x) (c'est-a-dire si f(t — x)d(m — x) = f(x)dx);
» u=tanxsif(m+ x) = f(x) (c'est-a-dire si f(rt + x)d (7 + x) = f(x) dx).

» U= cosxsif(—x)

Si les trois regles s’appliquent, on pose u = cos(2x); si aucune ne s’applique, t = tan(x/2).
Utiliser ces regles pour calculer les intégrales suivantes :
TC

w2 dx .. sinx 6 dx W2 gy
) _ax (ii) J " dx; J' . ) J
® Jn/s sinx’ o 4—cos?x (iii) e oSS x (iv)

Exercice 117"

N

/2 /2 :
cost sint

1. Montrer : J ——dt = J _—

o cost+sint

o cost+sint
, ! dt
2. En déduire la valeur de J

oVI—t2+t

o 2-+cos(x)

v

Exercice 1%

nt
Calculer 11 dt pour tout x > 1 en posant u = 1/1.

x



Fractions rationnelles

Autocorrection D v
Déterminer les primitives des fonctions rationnelles suivantes (on se place dans un intervalle que
I’on ne précise pas sur lequel la fonction est définie) :

(@) x— L (Vi) x S — (x) x L
x2 —7x+107 22 +x+17 1—x4’
(i) x o x+1 . 1 ' x5
WX T 7110’ (Vii)XHm,‘ (XI)XH]_XM
(i) oy XD o (xif) x o~
X2 —7x+10’ . <x+1>2 T4
1 (viii) x — ; 1
(IV)XP—)m, X+21 (Xill)Xsz)_]
4+x . )
W) x= 002 e T~ 21
Autocorrection E v

Décomposer en éléments simples les fonctions rationnelles suivantes.

3 4 3
(i) x— S (iii) x — T +]; (V) x 10x ,.
(x—1)(x —2) x4+ —1 (x2+1)(x%2 —4)
3 X2+ x+1 . Xt +1 o 5
Wx= a7 a3’ T e T

Autocorrection F. (4
Soit n > 2. Déterminer une décomposition en éléments simples des fonctions rationnelles suivantes :

! . .. X x"—1
; (H)XHXT‘—1; (lll)XHXn+1.

i) x—

x(x—1)---(x—n)

Autocorrection G. v
En utilisant la forme générale (hors-programme), donner les décompositions en éléments simples
des fractions rationnelles suivantes. Quand le dénominateur n’est pas scindé sur R, on donnera a la
fois la décomposition sur C et celle sur R.

i x (i) x 1 : W) xrm X1

WX Gy =TI+ 1 IR

i ! . . 7X* +4x—4 . x> —1

O xome— W o g DX e
Autocorrection H ¥

En utilisant la forme générale (hors-programme) et 1'unicité de la décomposition en somme d'une
partie paire et d'une partie impaire, obtenir la décomposition en élements simples sur R de la fraction
4
X"+ x+1

rationnelle x — ————.
X x(x2+1)3



Exercice 13.
Calculer les (limites d”)intégrales suivantes :

LP tT o [P thdt ) A dt
0 [, s @ | s 0 Jim | e
) L Tt (tv) AEBOOL S . AETOOL G

Autres applications de la décomposition en éléments simples

Exercice 14

R . . 1 1
Simplifier les expressions des suites (é k(k+1)> N et <g RS 2)> GN.

Exercice 15

N
n+3 n
Pour tout N € N*, calculer — et ————— puis déterminer la limite de ces
nZ_1n3+3n2+2n T;)n4+n2+1p
sommes quand N tend vers +oo.
Exercice 16. ¥
Soit P € K[X] un polyndme scindé, dont les racines sont notées z1, . .., z, (de multiplicités «1, ..., «;).
) . s . P’(x) o
Montrer la décomposition en éléments simples Vx € K\ {z1,...,z:}, =—— = Z .
P(x) = x—z
Exercice 17" 1%
Soit n > 2 et P € C[X] un polynéme dont les racines xj, ..., X, sont simples et non nulles. En effec-
tuant des décompositions en éléments simples bien choisies, montrer
n n n
1 1 1 "(xk)
i =0; ii =— ; iii =0.
O 2 by DI T R SO DI /vy
k=1 k=1 k=1
Exercice 187

Soit P € R[X] simplement scindé.

Onnote a; < a; < --- < an ses racines et by < --- < b,_1 les racines de P’.
/
1. En décomposant en éléments simples 7 de deux fagons différentes, montrer

n—1
Vie [[Ln]],nn(ai—bj) = H (ai — ay).
j=1 kel1,n]
KA
2. Endéduire Vi € [1,n — 1], a; + St — G <by<aig— y.



Autres calculs

Exercice 19

_ T xInx
Donner un sens a l'intégrale J — 3 etla calculer.
0 (X + ])

Exercice 20" v

1. Soit f: [a, b] — R une fonction continue telle que Vx € [a, b], f(a + b —x) = f(x).

b b

tf(t) dt en fonction de J f.

a

Calculer J

a
7T

2. Calculerj ——dt
o I +sint

Exercice 21

x dt
Pour tout n € N et tout x € R, on pose I, (x) = L W

1. Obtenir, pour tout x € R, une expression de I,,;1(x) en fonction de I, (x).
2. Montrer, pour tout n € N, 'existence de lirf I.(x), et la calculer.
X—+00

Propriétés de I'intégrale

Exercice 22
Soit a, b, c € R? tels que a <b < cetf:[a,c] = R une fonction continue sur [a, c]. Montrer

1 c 1 b 1 c
Jfgmax< Jf, Jf)
c—aljg b—a), "c—bJ

Exercice 23 v
Soit f € C°(R) périodique. A quelle condition f posséde-t-elle une primitive périodique?

Exercice 24

Déterminer les fonctions f continues sur [a, b] telles que

Jb f(t) dt‘ = Jb If(t)] dt.

a a

Exercice 25 ] 4

Soit f € C°([0, 1]) positive telle que J f <
0

. Montrer que f a un point fixe.

N —

Exercice 26

B
Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que, quels que soienta < @ < f < b,on a J f=0.
[0

Montrer que f = 0.

Exercice 27

T T
Déterminer les fonctions continues f : [0, 1] — [0, 1] telles que J f= J f2.
0 0



Exercice 287 9

1 1 1
Soit f : [0, 1] — R continue telle que J 2 = J 3= J .
0

Montrer que f =0ouf = 1.

Exercice 29" Q

1 [
Soit f : [0, 1] — R continue telle que J f=0etx= r[r(}i]r]lf et = r[r&e]l]x f. Montrer que J 2 < —af.
0 ; ) 0

« Théoréme fondamental »

Autocorrection I = 4
Soit f € C°([a, b]). Montrer qu’il existe ¢ € ]a, b tel que f(c) = — J f(t) dt.
- a
Autocorrection | v
] X
Soit f € C°(R). Déterminer la limite de < J f quand x — 0.
0

Exercice 30

1. Soit f € C°([—1,1]). Déterminer la limite de % J tf(t) dt quand x — 0.
0

2. Que devient le résultat précédent si I’'on suppose simplement f continue par morceaux?

Exercice 31 %44
x+T

Soit f : R — R continue et T > 0. On suppose que la fonction x — J f est constante.
X

Montrer que f est T-périodique.

Exercice 32.

R — R
: 0 . X
1. Sif e C'(R),onnote F: N HJ f(t) dt.

0

Montrer que I'application envoyant f sur F est un endomorphisme Py de C°(R). Déterminer son
noyau et son image.

2. Mémes questions pour l’application P, envoyant f € C°(R) sur sa primitive s’annulanten a € R.
1
3. Montrer que f € C°(R) a une unique primitive G telle que J G = 0. Montrer que l'application
0
envoyant f sur G est un endomorphisme TT de C°(R).



Exercice 33. ¥
Soit f : R — R une fonction continue.

Justifier que les fonctions suivantes sont de classe C' et exprimer leurs derivées.

R — R R — R
. x2 e G3: x
* Gi: XHJ f(t) dt; 3 x»—>JOf(t+X)dt;
2x
R — R R} — , R
. X . 7T
* Gz: XHJXf(t)d’U * Ga: X HJ cositx)dt'
0 s

Exercice 34

R = ShtR R— R
Soit @ : — sit#0 etf: 2x
t— t X = ®.
1 sinon x

1. Montrer que f est bien définie et étudier la parité de f.
2. Justifier que f est dérivable et calculer f'(x).
3. Dresser le tableau de variations de f.

Exercice 35"

b
Soit f une fonction continue sur [a, b]. Pour tout x € R, on pose F(x) = J It — x| f(t) dt. Etudier la

dérivabilité de F sur R. ¢

Exercice 36 4

1. Montrer que pour tout x € R, il existe un unique y € R tel que

y
J e’ dt =1.

X

2. On note @(x) le réel obtenu a la question précédente. Montrer que ¢ est une fonction lisse.

Exercice 37
Soit f: R — R dérivable telle que f(0) = 0 et 0 < f’ < 1. Montrer

et étudier le cas d’égalité.

Exercice 38" X

1. Montrer que Ve > 0,3C > 0,¥f € C'([a, b)), ¥x € [a,b],

b b
‘f(x)z —f(a)2’ < CJ 2 4 5J 2,

a a

2. Montrer que Ve > 0,3D > 0,¥f € C'([a, b)),

b b
Hsz <DJ f2+£J £2.
[e @]

a a

8



Intégrales et inégalités

Autocorrection K/3 4
n /> tan

Montrer — < J x <V3In2.
V3w X

Autocorrection L %4

X

Déterminer un équivalent simple de J |t] dt quand x — +oo.
0

Exercice 397 -

T

1. CalculerJ %

e
2. En déduire que 7° < e™.

Exercice 40.

1. Soit P = X*(1 — X)* € RX]. Trouver un polynéme Q € R[X] et un nombre « € R tels que
P=(1+X)Q+ .

1 X4(] —X)4

22
>—dx et une démonstration de I'inégalité — > .
+x 7

2. En déduire la valeur del = J ;
0

) 1
3. En encadrant la fonction x — ——— sur [0, 1], montrer I'encadrement

1+x
1979 3959
—— <1t —.
630 1260
Exercice 41 %44
Soit n € N. Montrer
1 2\ "
1 < J 1+t dt < 2 '
Exercice 42" i+
Montrer les divergences suivantes, sans chercher a calculer exactement les intégrales.
2x X
J —dt—— 400 et J sin?(t) arctan(t) dt ——— 4o0.
, Int  x—+o00 0 X100

Exercice 43 (Lemme de Gromov)

f
Soit f,g € C°(R,). On suppose g > 0Oeth:x — ﬁ croissante.

g(x)

X
J g croit sur RY. Soit 0 < x1 < x,.

X
Le but de I'exercice est de montrer que le quotient ¢ : x — J f /
0

X1 X2 X2 X1 0
1. Montrer queJ f J g < J f J g.
0

0 X1 X1
2. Conclure.

Exercice 44" (Lemme de Gronwall).

X

Soit f € C°(R.), a valeurs > 0, et telle que IK € R, :Vx € R, f(x) < KJ f(t) dt.
0

Montrer que f est nulle.



Intégration et convexité

Exercice 45 (Inégalité intégrale de Jensen)

1 1
Soit g € Cgm([O, 1]) a valeurs dans [a, b] et f : [a, b] — R convexe. Montrer f (J g) < J fog
0 0
Exercice 46" (Inégalité de Hermite-Hadamard et intégration numérique)
1. Soit f : [a,b] — R convexe. Montrer ['inégalité de Hermite-Hadamard :
b
; a+b < 1 J fgf(a)—kf(b)'
2 b—a), 2
2. Application. Soit f € C?([a, b]). Montrer
b 3 b 3
at+b " (b—a) J f(a) + f(b) 7 (b—a)
f—(b—a)f <" Joo — et f—(b—a)~— ] <o o
[r=t-ar(50) <1 P50 e |[r- -0 T <o O
3. En déduire que pour f € C*([0,1]) etn € N*, ona
1 n—1 " 1 n—1 "
1 2k + 1 1" ]| oo J 1 (£(0) ky |, f(1) i
f—— Y f < t || f— === f£(= < :
L né < 2n )‘ 24n?2 © o m\ 2 +§ n) T2 12n?

Ces inégalités constituent un contrdle de I'erreur commise dans deux méthodes de calcul appro-
ché appelées respectivement méthode des rectangles centrées et méthode des trapezes : convainquez-
vous que ces noms sont raisonnables.

Exercice 477, 4
Soit f € C'([0, 27]) une fonction convexe. Montrer que
27
Yn € N*, an = J f(t) cos(nt) dt > 0.
0

Exercice 48" (Normes LP)
Soit p > 1. Pour tout f € Cgm( [0, 1]), on définit la « norme LP » :

1 1/p
wmz(jm) .
0

1. Quelle est la limite de ||f||.» quand p tend vers +oo?

1T 1
,sibienque?)—i-— =1

. . b
(a) Montrer l'inégalité de Young : Va,b € R, a'/Ppl/a < ¢ + —.

2. On suppose p > 1, et on définit q = - Ii 3

(b) En commencant par le cas ||f||Lr = ||g||La = 1, montrer I'inégalité de Holder :

1
Vﬂgec;ﬂmnujfg<ummnmm.
0

(c) Soitpy < p; € [1, +ool. Comparer ||f||rr1 et |[f]|Lr2.

3. Soitf,g € Cgm([O, 1), etp > 1.
1 1

|ﬂw+gV*+j|mw+9Wf
0 0

(b) En appliquant habilement 1'inégalité de Holder, montrer I'inégalité de Minkowski :

(a) Montrer ||f + g}, < J

I+ glle < [IflfLe + ligllLe-

10



Utilisation pour les suites récurrentes

Exercice 49 ] X
Soit u € RY définie par up > 0etVn € Nyu, 1 = u, + —. En donner un équivalent.
Un
Exercice 50
Soit u € RY une suite définie paruy > Oetuni) =uye .
En donner un équivalent.
Exercice 51°. X
Soit x € RN telle que Vn € Nyxn1 = Xn + exp(—xn).
En donner un développement asymptotique a deux termes.
Suites d’intégrales
Exercice 52 %4
Pour tout n € N*, on note
[Oa ]] — R 1
fo: t" sin(nt) et I, = J fo(t) dt
t Y3 0
1+4
1. Démontrer que Vn € N*, [I,,| < ]
. u < —
91 TS
2. En déduire la nature de la suite (I, )nenx.
Exercice 53"
1 n
Pour n > 0, on définit I,, = J dx.
0 1 +x
1. Montrer que I, —— 0.
n—-+oo
N k
2. Encalculant I, +1 déterminer la limite lim Z (=1)
) " ntls N—+o0 =0 k+1
Exercice 54
Pour tout n € N*, on définit
0,1 — R
1
fn: 2n(l —nx) si0<x< —
X n
0 sinon.
1
1. Montrer que, pour tout n € N*, la fonction f,, est continue sur [0, 1] et calculer J fo(x) dx.
0
1 1
2. Comparer lim J fr(x) dx et J lim f,(x) dx.
n—oo 0 0 n—oo
Exercice 55" 4

]
Soit f : [0, 1] — R une fonction continue. Déterminer la limite de (J f(x™) dx>

0 neN

11



Exercice 56. 4

On note D I’ensemble des fonctions f : [0, 1] — R, continues et strictement décroissantes, telles que
f(0) =Tetf(1)=0.

1
1. Soit f € D. Montrer que I, (f) := J f(t)"*dt —— 0.

0 n—-+o0
2. Montrer que cette convergence peut étre arbitrairement lente, c’est-a-dire que pour toute suite
(eén)nen de nombres strictement positifs convergeant vers 0, il existe f € D comme dans la
question précédente telle que I, (f) # O(en).

Exercice 57" 4

1
1. (a) MontrerJ (1—t)"etdt —— 0.

0 n—+oo

1
(b) En un équivalent de la suite (I, )nen = (J (1—t)" et dt)

0 neN

+o0
1
2. En utilisant le théoreme de Taylor avec reste intégral, exprimer (Sp)neny = (Z k') en
' neN

k=n
fonction de (I, )nen, et en déduire un équivalent de cette suite.

Exercice 58"

1
Soit f : [0, 1] — R une fonction continue. On pose u,, = J t"f(t) dt.
0
1. Démontrer que u, ——— 0.
n—-+oo
2. On suppose de plus que f est C' et que f(1) # 0. Déterminer un équivalent de (i, ).
1 1
3. Déterminer un équivalent de J

.ot
t"sin — dt et J
0 2

Tt
t" cos — dt
0 2

Exercice 59" (Lemme de Riemann-Lebesgue dans le cas C')
b
Soit f € C'([a, b]). Montrer que J f(t) cos(nt)dt —— 0.

a n—-+oo

Sommes de Riemann

Autocorrection M 4
Déterminer les limites des suites suivantes.

(1E . (kn (e x (&
(1) n;)sm <n> EN*; (ii) kZ_OM GN*; (iii) ZE EN*.

k=n

Exercice 60

e ./(2n)!

Mont — 1.
ontrer que ,—

n!' n-o4oo

12



Exercice 61.

Déterminer les limites des suites suivantes.

1 & 1 2 4.
() (nZ 2 ke“““) ; v) <f+ fﬂ*ﬂ 2 ﬁ) ;
k=1 neN* neN*
n n 2
(ii) (1; Z (lnkk —lnnk>> ; (vi) (Rl (1 + (:) ) ;
k=1 nen* k=1 neN®
... 1 I k7t n 1
(iii) ( cos? <)> ; ii ( ) ;
n % n neN* (Vu) é 4112 — k,z neN*
(iv) <nZ o J: k)2> ; (viii) (:1 [T Vk+ n>
k=1 neN k=1 neN

Exercice 62 %
Soit f: [0, 1] — R continue.
. . .. 1 k )
1. Déterminer la limite de (Sn)nens = | — Z fl—|f(—
n n n
1<k d<n neN
. . .. 1 k )
2. Déterminer la limite de (Tn)nen: = | — Z fl—|)fl—
n n n
1<kgi<n neN
Exercice 63"
: | et . 1 7k [(k+1
Soit f, g : [0,1] — R de classe C'. Déterminer la limite de o f )9l .
k=0 neN
Exercice 64
Déterminer un équivalent simple des suites
n 2n
1 1
k=1 neN k=n-+1 neN
Exercice 65™
Pour n,p € N*, on pose upp = | — Z <1 + > .
Pi5 p
Déterminer lim lim uppet lim lim ug,,.
n—-+oo p—-+oo p—+00 n—+o00
Exercice 66™ X

Soit f € C°([a, b]) a valeurs strictement positives et n € N*.

1. Montrer qu’il existe une unique subdivision xp = a < x7 < --- < xn = b telle que

Xi 1 b
Vie [[1,n]],J fo nJ f.

Xi—1 a

n
2. Quelle est la limite de la suite (1 Z f (xk)> ?
n



Formules de Taylor

Autocorrection N 4
Montrer les inégalités suivantes.

2 23 3 3 5
(1) VXGRJF,X—% < In(1 +x) gx—%+%; (i) Vx € {O,g} ,x—% < sinx gx—%—i—%.
Exercice 67 4
Montrer que pour tout x € R, on a
n n
] o (_1 )kXZkH L (_kaZk
sSmx = ngllloo ZO W et COSX = nl—l)l:r}—loo é W
Exercice 68 v
= k 1
Donner un développement asymptotique de Z sin <2> a la précision o () .
— n n
Exercice 69
1. En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, montrer
1
vx € [0,1],x* — §X4 < sin?x < X%
= 1
2. En déduire la limite de la suite (Z sin’ ) .
n+k
k=1 neN
Exercice 70
1. Montrer que pour tout x > 0 et pour tout n € N*, on a
n
(_] )k71 5 Xn+1
-+ 3 S < X
k=1
n (-1 )k—]
2. En déduire que la suite Z ” converge et donner sa limite.
k=1 neN
3. Comment approcherait-on In(1/2) et In4?
Exercice 71. v
Soit f € CP(R.) telle que (P) so0it bornée. Montrer que f(x) = O+ (xP).
X—+00
Exercice 72" &

Soit f € C*°(R) et P € R[X] un polynéme de degré impair tel que

vn € N;vVx € R,

M) < IP()I.

1. Montrer que f est la fonction nulle.
2. Le résultat reste-t-il vrai si deg P est pair?

14



Exercice 73" (Inégalité de Kolmogorov).
Soit f : R — R une fonction de classe C?, telle que f et f” soient bornées. On note

//|‘

My = sup [f| et M; = sup|f
R R

1. Justifier 'existence de My et M.
2. Soit xo € R. En appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange entre x¢ et xo + h, montrer que pour

M M
touth > 0, on a [f'(x)| < TO + hTZ.
3. En déduire que f’ est aussi bornée et que sup |f'| < 24/MoMs.
R
Mélange

Exercice 74
ax

Soit a €10, 1[ et f € C°([0, 1]) telle que Vx € R, f(x) = J f. Montrer que f = 0.
0

Exercice 75

T
Soit f : [0, 1] — R de classe C' telle que f(1) = J f. Montrer qu’il existe ¢ € [0, 1] tel que f'(c) = 0.
0

Exercice 76

T
Soit f: [0,1] — R. Montrer dc € ]0,1[: f(c) = 3J X% f(x) dx.
0

Exercice 777, %
n? 1
P € N*, on définit S,, = ———.
ourn on aermit on. ; T'Lz T kz
n2
dt .
1. Montrer Sn = JO m + O(TL )

2. En déduire un équivalent de (Sp)nen-.

Exercice 78.
Soit f : [a, b] — R continue, non identiquement nulle, telle que

b
vk € [0,n — 1]],J t“f(t) dt = 0.

a

Montrer que f change au moins n fois de signe sur ]a, b[.

Exercice 79

Soit f € CO([O, ) tel que J
0

Tt TC

f(t) cos(t) dt = J f(t) sin(t) dt = 0.
0

Montrer que f admet au moins deux zéros sur ]0, 7t[.

Exercice 80" -

n
Soit f € C°([0, 1]). Déterminer la limite de 1+ lf k uand n — +o0.
q
e n \n
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Exercice 817" (Polynémes préservant la mesure de Lebesgue).
Déterminer les polyndmes P € R[X] qui envoient [0, 1] dans lui-méme et tels que

1
f(P(t)) dt = L f(t) dt.

1

v € Co([O,H,R),J
0

Exercice 827 14
Soit f: R — R dérivable et a < b. On suppose Vx € R, x f'(x) + f(x) € [a, b].

Montrer Vx € R, f(x) € [a, b].

Prolongement de la théorie

Exercice 83" (Intégration des relations de comparaison)
Soit ¢ : R} — R une fonction continue a valeurs strictement positives.

X
1. Quel sont les comportements possibles de x — J @(t) dt quand x — +00?
1
X

Dans toute la suite, on suppose en outre que J @(t)dt o T
1 X—+00

2. Intégration de la négligeabilité. Dans cette question, on considére une fonction f : R} — R
telleque f(x) = o (@(x)).
X—+00

(a) Soit e > 0.

i. Montrer qu'il existe a > 1 tel que

Vx > q,

X X
J f(t) dt' < eJ @(t) dt.
a 1

ii. En déduire qu'il existe xo > 1 tel que

X

LX f(t) dt’ < 2¢e L ©(t) dt.

Vx = xo,

(b) Montrer r f(t)dt = o <JX e(t) dt).
1 X—+00 1

3. Intégration des équivalents. Dans cette question, on considere une fonction f : R} — R telle
que f(x) ~ @(x).
X—+00

X X
MontrerJ f(t)dt ~ J(p(t) dt.

1 X—+00 1

4. Applications.
(a) Théoreme de Cesaro continu. Soit f € C°(R..) tel que f(x) P (e R.
X o0

‘] X
Montrer J f(t)dt —— L.
X 0 X—+00

*otdt
(b) Déterminer un équivalent de x — J quand x — +o0.

o arctan(t)
X et

(c) Donner un équivalent de x — J T dt quand x — +o0.

1
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Exercice 84 .
Soit f € C°([0, 1]).

1. Théoréme de Heine. On veut montrer que f est uniformément continue, c’est-a-dire que
Ve > 0,36 > 0:Vxy,x2 € [0, 1], [x1 —%x2| <8 = [f(x1) — f(x2)| < e.

(@) On suppose que l'assertion précédente est fausse. Construire un nombre ¢ > 0 et deux
suites (&n)nen et (NMn)nen a valeurs dans [0, 1] telles que

En—Tn——0 et vn e N, [f(&,) — f(nn)l > €.

n—+oo

(b) En utilisant le théoréme de Bolzano-Weierstrass, obtenir une contradiction (et conclure la
démonstration du théoreme de Heine).

2. Montrer que, pour tout ¢ > 0, il existe une fonction en escalier ¢ telle que f et ¢ soient unifor-
mément e-proches, au sens o Vx € [0, 1], [f(x) — @(x)| < e.
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