Lycée Henri-IV (PCSI) TD 24

Séries

Autocorrection A -
Déterminer (en fonction des parametres a,b € R et x € R, ) la nature des séries de terme général :
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Inn
(ix) o (xvii) /™ —a— g;
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Exercice 1 v

Déterminer la nature des séries suivantes.

. 1
(1) Z (lnn)lnn;

o E(- 5

n

nY +Inn

R,

(iii) En —Z poury €

(iv) E (\/ﬁ +avn+1+bvn+ 2), pour (a,b) € R? (et déterminer la somme le cas échéant);
amn . 2\/ﬂ

(V) En m,pour a,b>0,

(vi) Y (1—th(n));

(vii) Z (f/n3+om2+ n+vy — \/nz—l—n—H),pour o, B,y €ER;
(viii) Z(
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arccos ——I—E —7 ,pour x € R ;
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Exercice 2.
On définit la suite (un )nen+ par

1/n sinestuncarré;
vn e Nyu, = / , . '
1/n°  sinon.

Déterminer la nature de E U,
n>1

Exercice 3
Quelle est la nature de la série Z In (
n

In(n +1)? )
Innln(n+2)/°

Exercice 4. 9

Soit & > 0 et (un)nen une suite telle quew,, ~ o In(n).
n—-+oo

Montrer que si o« > 1 (resp. < 1), alors Z e '™ converge (resp. diverge).

n

Exercice 5"

1. On définit, pourn > 1, u, = Z . Déterminer la nature de Z Un.

ln(n'
k=1 n>1
/N 3
sin” x .
2. On définit, pourn > 1, vy = J i dx. Déterminer la nature de Z Vi ;
0 +x i
3. On considere une suite (Wy)n>1 telle que wy € RetVn € N w1 = e " /n% ot € R.
Déterminer la nature de Z Wn.
n>1
Exercice 6" 9

A

1. Montrer que, pour tout n € N, la fonction A — J e ™" dx admet une limite quand A — oo,

1
+00

W
que l'on noteraj e * dx.
1
+00

2. Déterminer la nature de la série Z J e " dx.

n>1 1

Calculs de sommes

Exercice 7 v
Montrer les égalités suivantes, apres avoir justifié 1’existence des sommes infinies.

+00
1 n?+3n+2
i) nZzln <1 —nz> = —In2; (iii) Zl ( T > —1In2;

+00 +°°
3 (=1 , k26
(ii) éln (1 +— ) =0; (iv) é (3+ (—1)k) =T



Exercice 8.
Justifier ’existence et calculer la somme des séries suivantes.

+00 +00
. 1 1
® ék(kJﬂ)’ (i) %k(k+1)(k+2)’
+o0 1 +oo 1
) 7 ™) D o)
k=2 k=1
Exercice 9
Pour quelles valeurs de a,b € R la série Z (ln(n) +aln(n+1)+bln(n + 2)) est-elle convergente ?
n>1

Le cas échéant, calculer sa somme.

Exercice 10" ol
+o0
1
Calcul —_—.
acuer; n2n+1)
Exercice 11 (Formule de Madhava-Gregory-Leibniz) v
1 1 +m>(_4)n
E t N,—— = P lcul .
n remarquant que Vp € N, — L xP dx, calculer Tg) .
Exercice 12" 1%
+o0
Inn
C —t—
alculer Z( 1) o
n=1
Comparaison séries-intégrales
Autocorrection B ¥

2n n
1
Donner un équivalent de Z 7 et Z ink quand n — +o0.
k=2

k=n+1
Exercice 13 (Séries de Bertrand) ] 4
On appelle séries de Bertrand les séries nZ>2 )P’ pour des parameétres «, 3 € R.

1. Déterminer la nature des séries de Bertrand telles que « # 1, par comparaison avec des séries de
Riemann bien choisies.

2. A Taide d'une comparaison série-intégrale, déterminer la nature des séries de Bertrand telles

que x = 1.
Exercice 14 1
Montrer que (s —1){(s) — 1.
s—1
Exercice 15 X
107 1
Calculer Z 23|

n=1



Exercice 16™.
Soit f € C! (R%), croissante et concave.

(k) + f(k + 1 b 1
1. Montrer que, pour tout k € N¥, % < J f < f(k)+ Ef/(k)-
k
2. En déduire qu’il existe C € R tel que
n n
R _ f(n)
vneN ,;f(k) _L f+—=+Cr+ o (1.
3. Quelle formule obtient-on dans le cas f = In?
Exercice 17°.
*sin(Int
1. Montrer que la fonction x +— J Wdt diverge en +oo0.
1
S in(Ink) (! sin(Int 1
2. ATaide del'inégalité des accroissements finis, montrer sm(kn) — J Sm(tn)dt' =0 <k2> .
k

sin(Inn)

3. En déduire que la série Z diverge.

n>1

Criteéres de convergence

Exercice 18
Soient Z Un, Z vy, et Z wh, trois séries réelles telles que Vn € Nyu, < vy < wp.
n n n

Montrer que si E u, et E Wy, convergent, alors E Vn converge également.

n n n

Exercice 19.
Soit Z Un une série a termes positifs.

n

1. On suppose que Z u, converge. Prouver que, pour tout « > 1, Z uy converge.

n n

2. On suppose que Z un diverge. Prouver que, pour tout « € ]0, 1], Z uy diverge.
n n

Exercice 20
Soit E an une série a termes positifs.

n

1. Montrer que la convergence de Z an entraine celle de Z VanQni1.
n n

2. Montrer que la réciproque est vraie si on suppose que (an)nen décroit, mais qu’elle n’est pas
vraie en général.

Exercice 21
Soit (un )nen une suite de réels positifs. On pose, pour tout n, v, =

Un
T+un

Montrer que les séries E u, et E v, sont de méme nature.
n neN



Exercice 22" (Critere de d’Alembert). "4
Soit Z Un une série a termes strictement positifs. On suppose que
n=>0

1. Montrer quesi{ < 1 (resp. £ > 1), alors la série Z un converge (resp. diverge).
n>0
2. Montrer que I'on ne peut pas conclure si { = 1, en exhibant un exemple de chaque nature.

Exercice 23" (Critére de condensation de Cauchy) 1%

1. Soit (an)n>1 une suite réelle décroissant vers 0. Montrer que Z an et Z 2™ ayn ont méme nature.

n n

1
In(n) In(In(n))«

2. Quelle est la nature de la série Z o , pour «x € R? Généraliser.
n

Exercice 24 (Sommation par paquets)

Soit Z an une série et @ une extractrice telle que ¢ (0) = 0. Onpose, pourp € N, S, = Z a.
o(p)<k<o(p+1)

+00 ~+00

1. Montrer que si Z an converge, il en va de méme de Z S, et qu’alors Z an = Z Sp.
n=0 p=0

2. Montrer que la réciproque est fausse.

3. Montrer que si Z S, converge et que Z la| p— 0, alors Z an converge.

P o(p)<k<o(p+1) n
Semi-convergence

Exercice 25

1. Soit (un)nen une suite positive et décroissante telle que u, ——— 0. On note, pour tout N > 1,

n—-+oo
N
Sy = Z(—] )™ un. Montrer que les suites (Syn)nen et (San+1)Nen sont adjacentes. En déduire
n=0
que la série Z u, converge (c’est le critére spécial des suites alternées).
n>0
1)
2. Déterminer pour quelles valeurs de o € R la somme Z converge.
n>1

Exercice 26 4

Déterminer la nature des séries suivantes.

0y =" (iv) Zsin (m)

n—+sinmn
n

(ii) Z (_n]a)n {e— <1 +T]L>n],pouroc€R; v) Z sin(n

n

nnoc

(iii) Zf—i— ,pourcxeR (vi) Zsl <Sln1/3 >




Exercice 27.
Soit (an)ner € 1—T1, 11" telle que Z an et Z In (1 + an) convergent. Montrer que Z a2 converge.
n n n

Exercice 28" 4
(_] ) [Inn|
Déterminer la nature de Z _—

n>1

Exercice 29.
Quelle est la nature de la série Z(—])

n>1

asin(Inn)
n

?

Exercice 307"

—4/n si5|n

On définit la suite (un), ¢y par Vn € N*, u, = .
1/n sinon.

Montrer que la série E u, converge, et calculer sa somme.

n

Exercice 317"

Soit (a,) une suite de nombres réels tendant vers 0.

Montrer qu’il existe une suite (e,) € (£} telle que la série Z EnQn converge.
Mélange

Exercice 32
Soit Z an une série a termes positifs convergente (resp. divergente). Montrer qu’il existe une suite

n
by, positive tendant vers +-oo (resp. 0) telle que Z an by, soit encore convergente (resp. divergente).

n

Exercice 337"
. N . . ) L. Un

Soitu € R™ telle que la suite Au = (U-n+1 — un)n o Soit bornée et la série Z —5 converge.

n>1

Montrer w, = o(n).

Exercice 34

1. Donner un équivalent de 1’aire u, comprise entre le graphe de In sur [n,n + 1] et la corde corres-
pondante.

2. En déduire un développement asymptotique a 5 termes de Inn! puis un développement asymp-
totique a deux termes de n!.

Exercice 35 —
Pour toutn > 2, on pose u,, = H (2 — 3”“).
k=2

1. Montrer que (un)nen+ converge et déterminer sa limite.
o4

2. Montrer qu’il existe o > 0 tel que u, oo NG



Exercice 36". ¥

1. Soit Z u, et E vn deux séries a termes positifs convergentes telles que u, ~ vy.
n—oo

n n
+o00 +o00
Montrer que Z W ~ Z V.
n—oo
k=n+1 k=n+1

+00
1
2. Enutilisant la question précédente, donner un équivalent, pour tout a € |1, +o0[, de <Z k“) .
neN*

k=n

Comment peut-on obtenir cet équivalent directement?
n
1

3. Montrer que (Hnp)nen- = (Z k) vérifie
k=1 neN*

1 1 1
Hn—lnTLJr'}/Jrle]zanrO(nz).

Exercice 37 X (PSI)

n

Soit Z an une série a termes positifs et S, = % ax sa somme partielle telles que a,Sy m) 1.

1. Montrer que Z an diverge et que a, P 0.

2. Montrer que Spy1 ~ Spio.
n—oo

3. Montrer que Sflﬂ waz — —2.

n—+o0o
1
4. Montrer que a, o N
L . 1
5. Réciproquement, montrer que si by, o \/TTL' bn Z by m 1.

Exercice 38"

1. Déterminer toutes les fonctions f € C°([0, 1]) telles que Vx € [0, 1],

2T1

+oo
f n
2. Déterminer toutes les fonctions f € C°([0, 1]) telles que Vx € [0, 1], f(x) = Z (3Xn )

n=1

Exercice 39"

(n)

1. Soit f : N* — N* une fonction injective. Montrer que Z 5 diverge.

n>1

.f
2. Montrer que pour tout « € R, il existe une bijection f : N* — N* telle que Z T(::‘) diverge.
n>1

Exercice 40"

oi un une série a termes positifs convergente telle que Vn € N,u,, < Ug.
Soit érie a t positif gente telle que Vn € N,u,, <

n k=n+1
+oo +oo
Montrer que pour tout S € [0, Z un] , il existe un ensemble A C N tel que S = Z Ta(k) ug.
n=0 k=0



